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Vorwort

Die Entwicklung der nicht-linearen Kontinuumsmechanik hat eine genau so lange Ge--
schichte wie jene der linearen Elastizititstheorie, und in der Anfangsphase wurden die
beiden Gebiete nicht so streng voneinander getrennt wie das heute der Fall ist. Die
Schwierigkeiten bei der Lésung nicht-linearer Differentialgleichungen haben jedoch zur
Folge, dal zwar die lineare Theorie als Teil der Ingenieurwissenschaften sehr friih akzep-
tiert wurde, die nicht-lineare Theorie in der Ingenieurspraxis jedoch als fast unbrauchbar
verurteilt und nur als ein Teil der angewandten Mathematik erforscht wurde.

Die Lage hat sich in den letzten Jahrzehnten aus zweierlei Griinden geindert. Einer-
seits wurden die Ergebnisse der nicht-linearen Kontinuumsmechanik in der Werkstoff-
theorie — insbesondere bei der Modellbildung fiir Fliissigkeiten, Gummi, Kunststoffe,.
Umformverfahren usw. — bendtigt, und die Nichtlinearitit wurde nicht mehr als Hin-
dernis, sondern als Erklirung zahlreicher physikalisch wesentlicher Effekte betrachtet.
Andererseits hat die Entwicklung numerischer Methoden und der Computertechnik die
technischen Schwierigkeiten nicht-linearer Gleichungssysteme iiberwunden.

Dennoch haben sich die alten Vorurteile der Ingenieure gegeniiber der nicht-linearen
Kontinuumsmechanik bis heute erhalten. Diese Theorie sté8t immer noch als zu ,Mna-
thematisiert“ und nicht ,ingenieur-gemaB* auf die Ablehnung der Praktiker.

Das Ziel dieser Aufzeichnungen ist zweifach: Einerseits sollen die Grundbegriffe der
Kontinuumsmechanik anschaulich und ohne die nicht unbedingt nétige Biirde ausge-
feilter mathematischer Methoden dargestellt werden. An mathematischen Kenntnissen
wird somit nur die fibliche Ingenieurmathematik vorrausgesetzt. In dieser Hinsicht
soll das Buch einen Briickenschlag zwischen der an technischen Universititen ge-
lehrten Mechanik und der Kontinuumsmechanik schaffen. Andererseits sollen die Be-
schrinkungen der kontinuierlichen Modellbildung klar gemacht werden. Ungliickli-°
cherweise werden diese Beschréinkungen sehr haufig nicht beriicksichtigt, und die Fehl-
entwicklung bei der Modellbildung mit hohem numerischen Aufwand gedeckt. Die
in den Kapiteln 2 und 3 dargestellten geometrischen und kinematischen Grundlagen
erhalten auch einige mit allen Einzelheiten nachgerechnete einfache Beispiele. Diese
Rechnungen sollen zeigen, daf§ die aus der linearen Theorie der kleinen Verformungen
stammenden Schlufifolgerungen in der Regel irrefiihrend sind. Manche Ergebnisse der
gegenwirtigen Plastizitdtstheorie der groSen Verzerrungen stellen ein Beispiel dafiir dar,
daB diese Schlufolgerungen gravierende Fehler verursachen kénnen.

Die Theorie der Bilanzgleichungen, die das Kapitel 4 enthalt, wird etwas ausfiihrlicher
herausgearbeitet als dies iiblicherweise der Fall ist. Zum Beispiel werden die Bedin-
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gungen auf einer singuldren Fliche dargestellt, die fiir die folgenden Kapitel kaum von
Bedeutung sind. Der Grund dafiir ist, da8 in der Anwendung der Kontinuumsmechanik
die Randbedingungen manchmal willkirlich und im Widerspruch mit diesen Bedingun-
gen formuliert werden.

Die Grundlagen der Werkstoffgwetze in den Kapiteln 5 und 6 unterscheiden sich ein
~ bifichen von der herkommlichen Formulierung durch eine sehr starke Verankerung in
dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik. Dieser Hauptsatz wird am Beispiel des
thermoelastischen Werkstoffes und am Beispiel der wirmeleitenden viskosen F lissigkeit
dargestellt. Dieselben Beispiele werden auch zur Erklirung des Prinzips der materiellen
" Objektivitat verwendet.

Die zwei letzten Kapitel enthalten einige Losungen der nicht-linearen Elastizititstheo-
rie. Im Kapitel 7 werden die statischen Probleme reprisentiert und die Bedeutung des
Begriffes der universellen Losung betont. Kapitel 8 wird den dynamischen Problemen
gewidmet, die sich als Schallwellen darstellen lassen. Der Anhang enthilt eine Zusam-

menfassung der Eigenschaften krummhnlger Koordinaten im Euklidischen Raum die

in den Beispielen benutzt wurden.

Der Inhalt dieser Aufzeichnungen entsprlcht dem Stoff, den ich im Wintersemester -

1989/90 in einer Vorlesungsreihe am Arbeitsbereich Meerestechnik II der Technischen
- Universitit Hamburg-Harburg gehalten habe. Den Kollegen dieser Universitit, die mir

gelegentlich geholfen haben meine Meinung iiber den Inhalt und die Formuherung der

Aufzeichnungen herauszubilden, méchte ich sehr herzlich danken.

Besonders verpflichtet bin ich Herrn Dr.-Ing. V. Schlegel (TUHH). Ohne seine Ermu-

tigungen, wertvollen Ratschlige, ohne den stindigen Einsatz und, nicht zuletzt, ohne
die sprachlichen Korrekturen hatte ich dieses Buch nicht schreiben konnen.
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1 Einfﬁhrung

Der Zweck dieses Skriptes ist zweifach: die Grundrisse und die wichtigsten Begriffe der
Kontinuumsmechanik vorzustellen und die Anwendungsbeschrankungen eines Kontinu-
umsmodells zu klaren. Einerseits werden wir versuchen, die genaue Modellbildung zu
verfolgen, andererseits werden die mathematischen Grundlagen so weit vereinfacht, wie
es nur moglich ist ohne die wichtigsten formalen Strukturen eines Modells zu filschen.

Zunichst versuchen wir den rein geometrischen Anteil der Kontinuumstheorie herzu-
leiten. ' Fast alle Modelle von praktischer Bedeutung, die man im Rahmen der Konti-
nuumsmechanik herstellt, beruhen auf dem euklidischen dreidimensionalen Raum und
wir werden auch nur solche Riume in der Modellbildung anwenden.

Das wichtigste Merkmal der kontinuierlichen Modellbildung wird durch zwei Ansitze
bestimmt: ’ '

[1. daB man ein physikalisches Objekt geometrisch als ein dreidimensionale dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit beschreiben kann und diese Mannigfaltigkeit
ein kompaktes offenes Bild B, im euklidischen Raum hat, und -

2. daB die Bewegung des Objektes durch eine mindestens stetige Abbildung

f(,t) : By — R3 te< t1,12 > : (1.1)

wiedergegeben wird.

Diese zwei Eigenschaften beschrinken wesentlich die Moglichkeiten, die wirklichen Vor-
gange mittels der Kontinuumsmechanik: zu beschreiben. Um diese Feststellung zu
begriinden betrachten wir einige Beispiele.

1. Lineare Kette der Massen und Federn: Sowoh!l dieses Modell als auch dessen
verschiedene kompliziertere Modifika.tionenwerden sehr hdufig in der Festkérperphysik
benutzt um die Wellenausbreitung im Gitter zu untersuchen. Das System besteht aus
einer unendlichen Reihe der gleichen Massen M, die mit gleichstarken Federn verbunden
sind (Abb. 1.1). | - |

Die Entfernung der Massenpunkte im Ruhezustand ist a und wir betrachten die Be-
wegung der Massen in der Richtung der Kette; die entsprechende Verschiebung der
Masse n bezeichnen wir als u,. Die Bewegungsgleichung der Masse n folgt aus dem




Abb. 1.1: Lineare Kette der Massen und Federn.

La.grangeschen Funktional

R du,\® 1 1 | Az

L= ng_:wt/ [%M (Tﬁﬁ) — §c(un - un_l)? - Eg(unﬂ — uy) } dt.-
1 - - ) )

Nach dem Hamiltonschen Priﬁzip gilt es fiir 6u, # 0 und Sux =0 fﬁ k #nin (t,1t;):

i2-

[ . .
6L = / Mdu"6 (du,,) — c(Un — Up_1) 6y — c(Uny - Uy) (-—-6un)] dt

dt \ dt
ty -
T d2u .’ | V | du t2
= / -M dt; = c(un —un1) +c (Ungr — _un)] bupdt + M—=bug| =0.
I Ut ' .
Es folgt die Bewegungsgleichung (6ity (t1) = 6uy, (¢2) = 0)
' du, ¢ , ‘
di? = I{i (u,,H + Up_1 --‘2'!1,;) . | (1.2) .
Wir sﬁchen die Wellenlsung in der Form
un, = Uexpi(kna — wt). - 4 o (1.3)
Die Substitution dieser Lésung in GL. (1.2) ergibt die Dispersionsgleichung
| 2, _ € [ ke —iks _ _5.C | _‘_c_.zk_d
—-wun-M[e +e —Z]un——-ZM[l—-ooska]»u,.——4Msm 2un,
d. h. -
: c ., ka -
w® = 47 sin® - o (14)

Offensichtlich nur die ,Wellenvektoren* k, die im Intervall

k<t
a a
liegen, liefern die wesentlichen Beitrage (Abb. 1.2). ,
Dies bedeutet, daf§ die Wellen, deren Lange kiirzer als a ist, sich {iberhaupt nicht in
dieser Kette ausbreiten konnen.
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v
a % ¥ -—(_K:nh_“num)
:-"‘;’(Phasengesdﬁnchkeit) :
i T
. i-g-‘-‘;’(Gmppengedendigkem
k | , K
‘ . n
. o _
a) Dispersionsrelation b) Wellenausbreitungsgeschwindigheit

Abb. 1.2: Dispersionskurve fiir die diskrete Kette

Im Fall des Kontinuumsmodells missen wir die Massenverteilung unendlich dicht ma-

chen mit der Bedingung, da88 die Massendichte endlich bleibt:

lim — =: p < c0.
. a—0 @ o
In dieser Grenze bekommen die Gln. (1.2) und (1.3) die Gestalt
E) 0%u
p

: 32u ca? Up41 + Up_y — 2'&“

> S =lm % =(

a—0 M a?
u(z,t) = Uexpi (kz — wt)

mit der Bedingung

E:= lim ca < oo.
C—+00

Die entsprechende Dispersionsgleichung ist dann

E ‘ E c '
2 _ L2 = kay /-2 = ka.[E. i
w = p,k = w = ka pve ka i (1.6)

- Diese Losung nihert sich der Losung (1.4) nur im Falle sehr kleiner Werte des » Vektors“
k. Diese Eigenschaft 148t sich folgendermaBen formulieren: '
das Kontinuumsmodell ist die langwellige N dherung des mikroskopischen Sy-
stems mit einer diskreten Massenverteilung (z.B. Gitter der Metalle, Kettenmo-
lekiile der Kunststoffe, freibewegliche Gasmolekiile usw.).

. Der Ubergang na — x von der diskreten Kette zum Kontinuum transformiert die

diskrete Menge der Zahlen in eine eindimensionale Mannigfaltigkeit um. Das bedeutet,
daB8 der erste Ansatz der kontinuierlichen Modellbildung (S.6) die untere Grenze fiir
den LingenmaBstab der physikalischen Vorgange festlegt. .

‘2. Riflausbreitung: Wir beschiftigen uns Jetzt mit dem Beispiel des Vorganges, dessen
Kontinuumsmodell nicht existiert, weil wir den zweiten Ansatz — die Stetigkeit der
Bewegungsfunktion — annehmen.

o< (15) -



Die ibliche Cauchysche Definition fiir eine reale Funktion f der realen Variablen z
verlangt; dafl diese Funktion stetig auf dem Intervall (a,, a;) ist, wenn

Vz € (a1,a3) : li_rpof(':z: —€) = li_’ntl)f(x +¢€). ' (L.7)

Man erweitert diese Definition auf die vektoriellen Funktionen auf dem dreidimensio-
nalen Raum in der bekannten Weise. Diese Formulierung hat den Nachteil, sich nicht
einfach interpretieren zu lassen.

Infolgedessen ziehen wir eine topologische Definition vor. Dié Tapologie eines Raumes
wird durch eine Familie sogenannter offener Mengen definiert. Zum Beispiel entsteht
die Topologie des Intervalls (a,,a;) durch die Annahmen

¢ (a1,a2) und @ sind die offenen Mengen,

e jedes Intervall I := (b,c) mit a; < b < ¢ < a; ist eine offene Menge,

¢ jede unendliche Summe der offenen Mengen ist eine offene Menge,

o jedes endliche Produkt der offenen Mengen ist eine offene Menge.

Im Euklidischen Raum R® werden 2. B. d1e Kugeln ohne die GuBere Sphére (ohne Rand!)
die offenen Mengen..

Wir werden weiter die folgende Bezeichnung hiufig benutzen

£(Po,t) := {f(X,t) | X € B, C B} . | | (‘1.8)

Dann sagt man, daB eine umkehrbare Funktion f(-,t) stetig auf B, isf, wenn ein Bild
der offenen Menge V C R3 -

f-1(V,t) C By (1.9)

auch eine offene Menge ist. Diese Defintion gilt fiir beliebige topologische Raume, und
dort, wo man die Cauchysche Definition anwenden kann, sind die beiden Definitionen
‘dquivalent.

Nach dieser Definition ist eine Abbildung f (Abb. 1.3) der offenen Menge A (ohne

A an
offene Menge ' geschlossene Menge

Abb. 1.3: Unstetige Bewegungsfunktion

Rand!) auf eine geschlossene Menge B (mit Rand) eine unstetige Funktion. Diese

Eigenschaft hat gravierende Folgen fiir, im Rahmen der Kontinuumstheorie zuldssigen,
Vorgange ‘
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a) Reiflen
Rand
Beliebige ste
stefige
Bawegung
amRond anhdt
Nmtwmm

Abb. 1.4:l Beispiele unstetiger Bewegungen.

Als Beispiel betrachten wir das Medium mit dem Rif8 (Abb. 1.4a)

Durch ein Bewegungs- und Beanspruchungsproze wurde der Rif8 weiter gedffnet. Das
heiBt, daB die Mengen, wie A = A;UA,, in solcher Bewegung getrennt werden. Nehmen
wir an, daB A und A, offene Mengen sind und daB A; N A; = @. Es ist offensichtlich,
daB die Trennung der Mengen durch den Rif die offene Menge A, in die nicht offene
Menge A, umtransformiert. Der obere Rand des Risses entsteht im Deformationspro-
zess. Das bedeutet, dafl die Bewegungsfunktion auf der Menge A;:

fla: X —f(X)e A - - (1.10)

" eine unstetige Funktion sein mu8.

Eine shnliche Trennung der Mengen entsteht bei sehr starker Mlschung einer Fluss1gke1t
die Turbulenz genannt wird (Abb. 1.5).

Bemerkung 1: Die Bildung einzelner neuer Flichen kann durch die Kontinuumsme-
chanik mit erfaft werden — wir werden einige Moglichkeiten weiter erértern. Anderer-
 seits ist die Turbulenz durch Methoden der Kontinuumsmechanik unbeschreibbar.
Bemerkung 2: Sowohl die geometrischen Eigenschaften der Mannigfaltigkeit als auch
die obigen Beispiele zeigen eindeutig, daf im Falle des Kontinuums es keinen Sinn
macht Gber einzelne Teilchen zu reden. Die Punkte der Mannigfaltigkeit besitzen weder
eine Masse noch andere physikalische Eigenschaften; zwei Punkte, zwei verschiedenen
geschlossenen Mengen angehéren, kann man einerseits beliebig voneinander entfernen,
andererseits miissen die Nachbarschaftsbeziehungen enthalten bleiben usw. Trotzdem
werden wir die Punkte der Mannigfaltigkeit die materielle Teilchen nennen, um sie



/A= AWwAuA;

Abb. 1.5: Turbulente Bewegung einer Fliissigkeit

von Orten im Bewegungsraum zu unterscheiden.

~

11
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2 Geometrie

Wir behandeln jetzt die rein geometrischen Eigenschaften, die durch die Abbildung
f(-,%) fiir eine gegebene Zeit ¢ von der Mannigfaltigkeit auf die Mengen im Bewegungs-
raum {ibertragen werden. Zunichst mufi man die Annahmen beziiglich f(-,t) stirken,
um die lokale Beschreibung zu ermdglichen. Mit Hilfe solcher Annahmen reicht es vollig
aus eine Nachbarschaft des gewihlten Teilchens X zu untersuchen.

Ansatz: Die Funktion f(-,?) ist umkehrbar und zweimal stetig differenzierbar, d. h.

-

. z2=1f(X,t) = X=fYet),X€B, z€R®

2. F(X,t):= Gradxf(X,t), GradyF(X,t) 2.1)

existieren und sind stetig.

Dieser Ansatz ist stérker als manchmal zulissig. Die Einzelfille, die diesen Ansatz
verletzen, werden wir getrennt erdrtern.

Die erste Ableitung der Funktion f heifit der Deformatlonsgradlent Es folgt unmit-
- telbar aus 1. und 2., da§

J:=det F#0. . (2.2)

Wir zeigen spiter, da8, wegen der Massenbilanz, J positiv sein mu8.

Der Deformat10nsgrad1ent spielt die fithrende Rolle in der Modellierung der Verformung.
Um das klar zu sehen betrachten wir eine beliebige Kurve C in dem Material, deren
Abbildung in Referenzkonﬁguratlon By als C, bezeichnet wird:

Co: X= X(S) . (23)

wobei S die Kurve Cy parametrisiert. ,
Untersuchen wir jetzt die Kurve ¢,, die die Abbildung der Kurve
Co nach der Wirkung der Bewegungsfunktion f (-,t) ist:

P 2(8) =f1X(S).. (2.4)
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Abb. 2.1: Transformation des materiellen Vektors ‘

Die‘Andérung der lokalen Eigenschaften dieser Kurve, z. B. _auf Stelle A, wird durch
den Tangentenvektor bestimmt: S

X% = —=(8%)dS < dat = o= (5%,1) dS = .
= -:—; (54,¢) dx4 =F (54,%) dX*=F (s4,1) % (54)ds. |
Es folgt
- Oz dX
55 =F 75 | (2.6)

‘Das bedeutet, da8 der Deformationsgradient die Transformationsregel der materiellen

‘Vektoren beschreibt. Infolge der kontinuierlichen Modellbildung ist diese Transforma- .
tion linear. Es ist manchmal vorteilhaft, diese Transformation als die einparametrische

Abbildung der Tangentenriume auf Stellen X € By zu betrachten:

F(X,0)(): TxBo— T.B,. o @D

'Zu_m Beispiel sind die Deformationsgradienten der plastischen Verzerrung mit keiner

Bewegungsfunktion verbunden. In diesem Fall kann man F nur mit Hilfe der Beziehung
(2.7) definieren. : '

Es ist einfach zu sehen, daB die Beziehung (2.6) die Anderung der Kurvenlange be-
stimmt. Denn '

do-de = (FdX - FdX) = dX - (FTF)dX = (2.8)
Es gilt dann - ' :
| dz-dz —dX -dX =dX - (F'F - 1) dX (2.9)

und die Lange bleibt unverindert, wenn-

FTF-I=0 = FT—p-. (2.10)
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Die letzte Bedingung bedeutet, daB der Deformationsgradient eine orthogonale Matrix
sein mufl, um die konstante Linge zu erhalten. Solche Matrizen beschreiben die reine
Drehung der materiellen Vektoren. , ‘ ,
Andererseits beweist die Beziehung (2.8), daB nicht der Deformationsgradient F', son-
dern eine symmetrische Kombination ‘

C:=FTF|scT=C (211)

die Deformationen mifit. Dieser Tensor wird Rechts-Cauchy-Green — Verzerrung-
stensor genannt. Offenkundig ist C ein VerzerrungsmaB, dessen Referenzustand (C=
I) mit der Konfiguration B, iibereinstimmt. :

Es gibt auch andere Mdglichkeiten. Ein relatives Verzerrungsma8 wird durch (29)
definiert: "

E:=%(C—I) = ET~_=E; o (2.12)

das ist der sog. Green-St.Venant — Verzerrungstensor.
Man kann auch die dualen Tensoren benutzen, deren Referenzzustand mit der Konfi-
- guration B; iibereinstimmt. Wir haben

dX = F'de = dX -dX = d.i : (F4TF-1) dz = de - (FFT )"1 de (2.13)~

und . :
dX -dX —dz - dz = dz - (1'_. (FFT)“‘) dz. (2.14)
Dann nennen wir
B:= FFT | ~ Links-Cauchy-Green — Tensor
‘ (2.15)
e:=3(I—-¢), c:= B'| Almansi-Hamel — Tensor. ‘

Selbstverstindlich sind all diese Tensoren dquivalent, weil die Matrix des Deformati-
onsgradienten umkehrbar ist. Die obige Liste schopft nicht alle Moglichkeiten aus.
Wir zeigen weiter Beispiele fiir die Anwendungen dieser Tensoren. Die wesentliche
Eigenschaft der Verzerrungstensoren ist deren tensorielle Symmetrie.-Das bedeutet,
dafl statt neun Komponenten des Deformationsgradienten F' die Verzerrung nur sechs -
unabhéngige Komponenten besitzt. Das folgt auch aus dem wichtigen Theorem der
polaren Zerlegung: ' ‘

fﬁr jeden Tensor F,det F # 0 gibt es die einde.utigen Tensoren R,U,V mit

F=RU=VR,R"=R'\UT=U VT =V,

(2.16)
detU # 0,det V # 0. ‘




15

* Offensichtlich ist R ein orthogonaler Tensor (RTR = I) und das heifit, das R drei
unabhingige Komponenten besitzt. N a.ch diesem Satz bekommen wir

C = (RU)' (RU)=U? B=(VR)(VR) =V? | (2.17)

- usw. Die Tensoren U und V werden genannt a :
- U - Rechts-Streck — Tensor
V - Links-Streck — Tensor -
, T . -
Beispiele:
Wir fuhren die rechtsha.ndlgen—kartesmchen Koordmaten

{Xo} , a=1,2,3; auch: X; =X, X, =Y, X3—Z

im Raum der Referenzkonﬁgura.tlon By (sog. materielle oder Lagrangesche Koordi-
naten) und

{z:;},1=1,2,3; auch: 1=z, 2z, =y, 23 =2

im Bewegungsraum der aktuellen Konfiguration B; (sog Ortskoordinaten oder Eu-
lersche Koordinaten) ein.

1)Isochore Streckung: z = A(¢)X, y = 3 e 7.
Q (t VAT
Es folgt unmittelbar aus den Definitionen:
A0 0 ' $ 0 0 '
F=|0 % 0 |,detF=1,F'=|0 vX 0 (2.18)
0 0 0 0 VX
"R=LU=F,V=F"
2200 = 00
C=|0 3 0|,B=C,e=B1'=]| 0 X 0|,
0 0 3 0 0 A
0

E =

DN =

Xo1 0 0 (1-% 0\
0 -1 0 , €=~ 0 1-Xx 0 , USW.
o "o -1/ 2\ o 0o 1-x

Es ist bemerkenswert, daB keiner von diesen Verzerrungstensoren symmetrisch auf eine
Transformation: Zug — Druck reagiert. Der Begriff der Verformung, der aus einer
linearen Theorie der Stiabe stammt, beschreibt die relatlve Anderung der Lange:

z—-X
E =

=(A-1). ‘ (2 19)

X

Fir e > O ist 00 > A > 1 (Zug) und fiir € < 0 ist 0 < A < 1 (Druck). In unserem
Sonderfall kénnte man das Verzerrungsma8 ,,symmetrisieren“. Das bedeutet, daB man
A durch eine Funktion d()) ersetzen konnte, die die Bedingung

d(}) = —d(A) L (220)
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erfiillt. Zum Beispiel

légA : = —oo <d(A)<oo
farctan -1 = -1 <d(/\)'<1.‘

a) d(3)

B i (2.21)

Diese Funktionen werden manchmal in der Auswertung von Versuchsergebnissen an-
gewendet. Jedoch gibt es in der nicht-linearen Theorie keine Maoglichkeit, solche sym-

metrische Funktionen fiir beliebige Verformung zu definieren, die glelchzextlg Tensoren
werden.

2)Einfache Scherung:

z =X, y=Y—};(ta.n(p(t.))Z, z=2. (2.22)

r"\
N

\
\
, .
=
Tl \:
Sl
\,
AN
-~

] ...'._-

x
x

Abb. 2.2: Einfache Scherung
Dann ist

, 10 0 o . 10 0 .
- F=|01 tanp |, detF=1, F'=|01 —tangyp |. (2.23)

00 1 00 1

Die polare Zerlegung:

. 1 0 0 ' 1 0 0
R=1|o0 R VISR |, U=|0 R ViR
0 —vVI—EZ R o VI—E 2- 226

1 0 0
V=(O R+2(1-RY) VI—R? |,
0 1 — R? "R
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mit e,
Ri=—— <1

Vi + tan® ¢

Offensichtlich kann man die Matrix R mit Hllfe der Drehungswmkel sagen wir q,
darstellen: :

" R=cosa = —i————/=cosa = ta,naz-l-tamp, (2.25)
v1+ tan?e -2
Es folgt
- f1 0 0 1 0 0o ,
R=]0 cosa sina),U:(O cos sin o ),
0 —sina cosa 0 sina co";a—cosa
. (2.26)
1 0 0
V = (0 cosa+2“c';: sina).
' 0 sin o cos o

Wir benutzen dieses Ergebnis weiter, um die materiellen Drehungen in diesem Verfor-
mungsprozess zu untersuchen.

Mit Hilfe der Matrizen (2.24) lassen sich die verschiedenen Verzerrungstensoren sehr
einfach feststellen. Wir erhalten:

— Rechts-Cauchy-Green:. ‘
(1 0 .0 \
C = 0 1 tan¢ , o (2.27)

0 tany 1+ tan’e
— Green-St.Venant:
| (0 0 0 |
E = 3 0 0 tanyp |, : .(2.28)
0 tany tan?¢ / o

— Links—Caﬁchy- Green:

1 0 0
B = | 0 1+tan?yp tang |, ' (2.29)
0 tan 1 ' ‘

0 0 0o\ o
.0 0 tanep |- (2.30)
. 0 tany —tan?¢p ‘ ‘

— Almansi-Hamel: |

N‘l P
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Offensichtlich stimmen fiir ¢ < 1 diese Ergebnisse mit dem Ergebnis der klassischen
Festigkeitslehre iiberein. Es folgt

| | 00 0
¢p<1=>E =~ ex~|[0 0 iy |,
0 "

(2.31)

Wir untersuchen jetzt die Einzelheiten der Winkelinderung in der Scherverformung.
Dieses Problem hat die sehr wichtige praktische Bedeutung, z.B. in der Formulierung
der Stoffgesetze bei groBen plastischen Verformungen. Zunéchst suchen wir die Eigen-
vektoren des Rechts-Streck-Tensors, d.h. '

Uk* = \*k* | - (2.32)

Alle Vektoren k", die diese Gleichung erfiillen, bleiben offenbar unverdreht durch die
Verformung U. Fiir Eigenwerte A* haben wir die folgende Gleichung

| 1=x - 0 0 1
det (U — \*I) = 0 cosa— A" sina - =0. (2.33)
' 0 sina 2= —cosa— \* '
Es folgt
| (1= ((A“)2 — x‘i + 1) =0=
cosa
A% 1 l—sina ,, 1l+sina (2.34)
W= 27D " Toosa O T Tosa

Nach dieser Lésung bekommen wir die folgenden Eigenvektoren:

( t("1) = (1’0,0)7 v .
{ kg = (Oa 1, —‘1%‘;—“) = (0, 1,1tanp — /1 + ttan?e),  (2.35)
Ak = (0,1,1—2:::—’:"-) = (0,1,-;—tango+\/1+itan2<p’.

Sie werden in der foigendeu Abbildung 2.3 gezeigt. 4
Die Transformation dieser materiellen Vektoren durch den Deformationsgradient F' hat
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ol
‘Al //\%&/x‘:a,ﬂ,zow

1.0

Abb. 2.3: Drehung der Eigenvektoren des Rechts-Streck-Tensors

die folgénde Gestalt:

Fk.?l) = RUk'(‘l) = l(‘1)sz‘1) = (1,0,0),

Fk!(lvz) = ’\?2)Rkt(‘2) —_ l—sina (0 l—sina __1)

cos ) cosax ?

= (0,1+%té.n2(,o—.ta.n<p\/1+i-ta,n2cp,A -
Ftanp — /1 + tan?o), D (2.36)

Fk?S) — A!(‘S)Rkt(‘:i) — lisina (0 14sina 1)

cosa ? cosa ?

(0,1 + 3 tan? o +tanpy/1 + L tan? ¢,
Ftang + /14 2tan?o). '

mit

(i) - (Fiy) = &ty (UTRTRURY) = (Uky) - (UKY)

u

(2.37)
= Ao kiy - kg = 0. '

\

Die folgenden Schlufifolgerungen sind einfach zu beweisen:
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a) Eigenvektoren k(;), die sich mit der Verformung U mitdrehen, sind nicht invari-
ant,d. h. sie sind von U abhingig. Das bedeutet, daB in der Bewegung die Mate-
rialrichtung, deren Orientierung die Verformung U folgt, nicht unverindert bleibt.
In unserem Beispiel ist das die Abhéngigkeit der k{;- Komponenten (2.35) von dem
Winkel .

b) Die starre Drehung R der Hauptrichtungen -k{;), die selbst von U abhingig ist (in

unserem Fall: a = arctan( tan <p)), entspricht nicht der vollstindigen Drehung

einer beliebigen Richtung. Das beweist die Anderung des Winkels zw1schen k(,) und
der linken Kante (¢ = 0) von 39.69° auf 29.75° in unserem Beispiel.

* Wir schlieBen das Beispiel mit einigen Beobachtungen, die das Elge_nwertproblem' fiir

andere Verzerrungstensoren beschreiben.

a) Rechts-Cauchy—Green C: Nehmen wir an, daB Aj; o # 0. Wir multipli-
zieren die GL. (2. 32) mit Af: .

Ay (U XtT) ’“(:) = U(’\(z)’“(z)) ("Z‘i))'z Kty

(2.38)
2 u
= [U - (X) I] ki = [ (%) I] ki = 0.
Es folgt fiir den allgemeinen Fall:
c ”u 2 c u | ‘
No=00) Ky =k o (2:39)
In unserem Fall
N2
Ay =1 Ay = (1:::;0) =1+ jtan’p - tang/1+ jtan’ o,
' ' ' : (2.40)

cos o

CoN2. '
Ny = (I—"ﬂ!‘—"‘) =1+ ;tan?p + tanpy/1 + 3 tan? .

Wir werden weiter auch die sog. Invariante des Tensors C benutzen. Die Gleichung,
die die Eigenwerte des Tensors C bestimmt, hat die Form

det(C—rn=0. o (2.4-1)4‘7

Fiir dreidimensionale Raume ergibt sich dann die Gleichung

(A°)® — I° (A% + II° (3°) — I11° = 0 (2.42)
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I° =.=' spC = Oy + Ca2 + Cia,
| Cn Ciz Cn Cis
Cis Ca Ciz Cas

=L{spC) -spC?,
III° := detC,

Ct22 023
Cas Css

11°

il

(2.43) .

~ sind die drei Invarianten des Tensors C. Offensichtlich

o= Xyt + A | -
I = Ayl + A +Aprer - (244)
HE = Xl -

Ahnlich wie die Lange (Betrag) des Vektors sind diese drei Zahlen invariant beziiglich
einer beliebigen Transformation der Koordinaten fiir den gegebenen Tensor C.
Nach (2.40) ergibt sich fiir die einfache Scherung:

I° = II° =3 +tan?p, III°=1. (2.45)
b) Links-Streck V: Die polare Zerlegung (2.16) impliziert

V = RUR". . (2.46)
Es folgt ) _ '
. R(U-NI)k*= (RURTR-\R)k* = (V - ‘') Rk* =0,

und das bedeutet

M =X, k' = Rk®. | - (247)

Fir unser Beispiel

o= (1,0,0),
W = (010 1) = (0./TF Tarte - rang 1), (2.48)
(0,22,1) = (0, /T + Jtan” o + tang, 1), '

ki

c) Lihks-Cauchy-Green B: Nach Gl. (2.17) félgt fiir AV # 0 |
| X (V = NIk = (V2= (W) 1) k* = 0. (2.49)
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Da,svheiBt . ‘
X=(0"?, k=%, (2.50)

“wobei A\° und k® die Eigenwerte und Eigenvektoren des Tensors B bezeichnen.

In der selben Weise kann man die iibrigen Tensoren beschreiben. Wir iiberlassen es
dem Leser als Ubung. - ‘

Wir schlieflen dieses Kapitel mit einem wichtigen Beispiel des Vektors, dessen Transfor-
mationsregel nicht durch die Regel (2.6) gegeben ist. Solche. Vektoren nennt man nicht
materiell. . ' _ ‘ '

Wir betrachten zwei Familien der Kurven C‘(,l)} und {C((,z)}, die eine Flache S, erzeugen

(Abb. 2.4). Auf einer gewshlten Stelle bilden wir ein Vektorprodukt der Tangenten-
vektoren T ynd T® : .

N=T® x 73, (2.51)

{ X} -Lagrangesche Koordinaten
{ x,"‘} ~Eulersche Koordinaten

Abb. 2.4: Tranéforination des nicht-materiel]enVek};ors

Der Vektor N ist offenSichtlich senkrecht zur Fliche So. Wir behandeln jetzt die Ab-
bildung dieser Fliche, induziert durch die Bewe%ungsfunktio'n f(-,t) mit der Vorraus-
setzung, da die Familien der Kurven C((f)‘ und COZ) materiell sind. Dann gilt '

tO = pT® 4@ - pr@ - (2.52)
und die Abbildung des Vektors IN folgt
n =t x¢® = (FTW) x (FT®). (2.53)

Die Auswertung dieser Regel ist einfacher in einem bestimmten Koordinatensystem.
Wir benutzen wieder die rechtwinklig-kartesischen Koordinaten:

{Xa} - Lagrangesche Koordinaten, {ml} — Eulersche Koordinaten. (2.54)

-



Dadurch erhilt man

[ +1 fiir

A

Ny = €ap TOTO, | eapy = { —lfir

| 0 ansonsten,
(. +1 fiir

Nk = Ekim (F}';T,,(,l)) (Fmﬁngé)) , Ekim = { —1fir

| 0 ansonsten.

Die letzte Formel kann man folgendermaBen umschreiben

h,k = €n1an.yEaFmgF.;lTo(,l)T‘§2}=‘
= Jeu PR TOTY = JFIN,,

wobei die Beziehungen

J =det F,

enlanIEZFmS =
5nlan7EaFvﬁB = Js’yaﬁ’ -
benutzt werden. Schliefllich erhalten wir
n= JFTN.

N
-

% wWe, W
(T N N Af
SRV S oS s

Weder N noch n werden normiert. Wir werden weiter eine Ghnliche Regel fiir Einheits-
vektoren anwenden. Die Regel (2.58) stimmt offensichtlich mit der Transformationsregel

fiir materielle Vektoren nicht {iberein.
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3 'Kinematik

-Die bisherigen ﬁberlegungéﬁ waren vollstindig unabhangig von der Zeit. Nun stellen
wir die wichtigsten Begriffe dar, die die Zelta.bhanglgkelt der Bewegungsfunktlon f
beriicksichtigen.

Die materielle-Lagrangesche Beschreibung der Bewegung
z=f(X,t) =z€B, XE€By @31
verursacht keine wesentlichen Schwierigkeiten. Mit dem folgenden Ansatz
[ Die Funktion f(X,-)ist zweimal stetig differenzierbar

kann-man die Begriffe der Geschwindigkeit

of . . |
v (%(x,t), I CE)
und der Beschleunigung
v 32f 3.3

einfiihren.

Es ist offensichtlich, daB die Gréfilen v und a zeltabhanglge Felder auf der By-Menge

sind. Physikalisch gesehen hat eine solche Beschreibung den Nachteil, nicht direkt

durch Beobachtungen verifizierbar zu sein. Die Beobachtungen wie z B. die Geschwin-
digkeitsmessungen werden nur im Bewegungsraum gemacht. Das bedeutet, daf wir
zweil wichtige Fragen beantworten miissen:

1. Wie reagiert die Bewegungsbeschreibung auf eine Transformation der Referenzkonfi- -
guration, insbesondere wenn die neue Konfiguration mit der augenblicklichen Konfi-
guration identisch ist; : : '

2. Wie reagiert die Bewegungsbeschreibung auf eine Transformation der Beobachter im
Bewegungsraum.

~ Nun wollen wir diese Fragen beantworten.

Nehmen wir an, daf8 wir die zwei folgenden Konfigurationen betrachten:

. ) X € BO’ ) .
£= f(X,T) y L= f(th) y € B, = f(Bo, T)7 (34)
. - T € Bt = f(Bo, t),
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wobei § der Ort des Teilchens X im Moﬁent 7 und & der Ort desselben Teilchens
im Moment ¢ ist. Offensichtlich kann man den Ort £ in Bezug auf = anstatt auf X
beschreiben. Dann gilt

v E = f[f'l(z,t), T] = ft(zaf)v ) (35)
wobei der Augenblick # als bausgewahlt und fixiert zu verstehen ist (Abb. 3.1).

dx=F{$)dX

Abb. 3.1: Referenzkonfigurationen

Diese Beschreibung der Bewegung ist besonders voiteilhaft, wenn man die Geschwin-
digkeit als eine gegebene Funktion v des Ortes « und der Zeit. t zur Verfiigung hat

oz 62:[

W(X t) = f‘l(az t), ] =v(=,1). | (3.6)

In diesem Fall gilt nach Gl. (3.5)

6€ =v(€, 1), ' (3.7)

mit der Bedingung

{e,7)| _ == (3.8)

Dieses System ist eine Differentialgleichung mit der Anfa.ngsbedmgung (3.8), deren
Lésung die Trajektorie des Teilchens riickwirts bestimmt. '

Gleichzeitig ermdglicht die Beziehung (3.5), den Deformationsgradienten in der Konfi-
guration By beziiglich der Konfiguration B, herauszubekommen. Denn (Abb. 3.1)

8ft

F(T) = —aY(X’T) ( ar)ax(x t). (3.9)

A}
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Es folgt -

of;

FO) =F(FY) ,  F()=@n. | @W)

Selbstverstindlich gilt
F‘( )|7'—t I (3 11)

Von besonderer Bedeutung ist die Zeitinderung des relatlven Deforma.tlonsgradlenten
Ft('r) fiir die augenblickliche Konfiguration B;. Wir deﬁmeren |

Ft):=0,F(r)| _. (3.12)
Nach Deﬁfn’tion (3.10) erhalten wir

L ik f, ki
F i( ) az( |
Das heiBt, daB die Zeitableitung des relativen Deformationsgradienten bezogen auf die
augenbhckhche Konfiguration B; den rdumlichen Gradienten der Geschwmdlgkelt wie-
dergibt. Wie man (3 10) entmmmt gilt auBerdem

2 (,t) = grad v. (3.13)

L= grad v = F(t)F(t). | (3.14)

Ublicherweise wird der Geschwindigkeitsgradient L in den symmetrischen Anteil D und
den schiefsymmetrischen Anteil W zerlegt (Euler-Cauchy—Stokes-Zerlegung)

L=D+W , D:=YL+LT), W:={L-L7) (3.15)

Der Tensor D wird der Verzerrungsgeschwindigkeitstensor genannt und der Tensor
W der Spin. Zur Interpretation dieser Tensoren betrachten wir weiter ein Beispiel.
Man kann aber auch unmittelbar aus der polaren Zerlegung veranschaulichen, welche
kinematische Bedeutung diese zwei Tensoren haben. Es gilt

= (RU)(RU)™! = (RU + RU)U'RT = RRT + RUU'RT (3.16)
. und a.uﬁerdem | |
(RRT) =0 = RRT +RR" = (RRT)' = RR' = —RR". (3.17)

- Nach Gl (3.15) gilt nun

D=1R (Uu-1 + U-‘U) RT, |
- 1 . .18)
W=0+iR(UU-U'U)R?, @2:=RR"=-9". (3
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Da.s bedeutet, dafl die Verzerrungsgeschw1nd1gkext D wirklich nur mit der Zeitinderung . |
des Streck-Tensors U zusammenhangt und der Spin W als eine Uberlagerung der star-

" ren Drehgeschwindigkeit 2 = RRT und der Drehung durch die Verformung verursacht

(das zweite Glied auf der rechten Seite von Gl. (3.18),) herauskommt.
Der Spin als ein schiefsymmetrischer Tensor kann man-auch mit Hilfe eines Vektors w .
darstellen. In kartesischen Koordinaten ergibt sich

Wi := 2exmWim = Wi = €amwm. o (3 19)

Der Vektor w wird der Wirbel genannt und hiufig auf dem' Gebiet der Stromungsme-

~ chanik angewendet. Da W ein schlefsyrmnetnscher Anteil des Geschwindigkeitsgradi-

enten ist, folgt nach (3.9)
w=1Vxv , Vi=gad | (3.20)

Der Begnﬂ" des Wirbels wird bei uns nicht weiter benutzt.
Als Beispiel berechnen wir die obigen GrdBen fiir den Fall der einfachen Scherung (siehe:
Kapitel 2, (2.22)). Der Drehwmkel 2 wird als eine vorgegebene Funktlon der Zeit

- betrachtet. Dann ist

00 0 10 0 \ (00 0 |
L=FF'=|00 - ]|01 —tanp |={ 0 0 =5 (3.21)
“\0 0 O 00 . 1 00 0

- wobet

dy '-
=— (3.22)

Nach einfacher Rechnung erhalten wir

{00 0) {0 0 0\
D=1z%-001], W=%—‘§-; 0.0 1],
010 ~ 0 -1 0

o o 0y (3.23)
1+3<:052 1 ’
0 —1 0 _

9"5 0,0

Andererseits w1rd d1e Zeltableltung des Rechts Cauchy-Green-Tensors durch die fol-
gende Formel gegeben :

ic . 0 0 -0
— =C= 2FTDF =0 0 = | (3.24)
’ 0 cos.2 74 2%{5

~ Offensichtlich ist weder die Ableitung C noch die Ableitung irgendwelcher anderer Ver-

zerrungstensoren identisch mit dem Verzerrungsgeschwindigkeitstensor D. In diesem




28 . ' 3 Kinematik

Sinne ist der Name des Tensors D irrefiihrend. Nur im Fall einer kleinen Verformung
(¢ = sin p) sind die Tensoren D und C gleich. Es gilt dann

. (000 L [0 00 ey
Drzpl 00 1], Wrmxzpl 0 0 1], w=(§¢,0,0)- (3.25)
010 ~ 0 -1 0

Wir schlieBen die kinematischen Uberlegungen mit einigen Bemerkungen zu den Trans-
formationseigenschaften der obigen Vektoren und Tensoren. Die grundlegenden Glei-
chungen der Kontinuumsmechanik werden in einem inertiellen Koordinatensystem for-
muliert. Es ist freilich nicht immer giinstig, in solchen Systemen die Probleme zu l6sen.
Folglich brauchen wir Transformationsregeln fiir den Fall der Anderung des globalen

Beobachters in dem Bewegungsraum, dessen Bewegungsbeobachtungen die folgenden
Regeln erfiillen: :

e*=0"z+¢", 0°=0%t),0T=0"", ¢ =ct). (3.26)

Ahnlich wie in der klassischen Dynamik der starren Kérper kann man die Regel (3.26)
entweder als die zusétzliche starre Bewegung des Kérpers in einem ausgewahlten Ko-
ordinatensystem oder auch als die Beschreibung derselben Bewegung in zwei verschie-
denen Koordinatensystemen betrachten. Wir benutzen die zweite Interpretation.

Die orthogonale Matrix O wird die Drehmatrix genannt. Wir nehmen an, da8 sie
eigentlich orthogonal ist, d. h. :
\ det 0" = 1. ' (3.27)
Der Vektor c* gibt die relative Translationsbewegung der beiden Bezugssysteme an.
Nach einfacher Rechnung gelangt man zu folgenden Ergebnissen fiir Transformations-
regeln des Deformationsgradienten und der Verzerrungstensoren

F*=0'F, R=O'R, U'=U, V'=0Vv0oT, 3 28)"
C*'=C, E'=E, B*=0"BO'T, e =007  usw. '

Viel interessanter transformieren sich die Zeitableitungen. Fir die Geschwindigkeit und
die Beschleunigung erhalten wir ‘

v = Ov+0'z+¢
a* = O*a+2o*v+o*z+£*, (3.29)

oder beziiglich des neuen Systems:

Ov=v"—2*(z*—c")—c*,
O'a=a*-202" ('v* - c"") + 2% (2" —c*) - 2" (2" — c*) — ¢~ , (3.30)
2" =007 = — 7.

Offensichtlich wird das zweite Glied auf der rechten Seite der Transformationsregel fiir
die Geschwindigkeit die relative Drehgeschwingkeit genannt und das dritte die re-
lative Geschwindigkeit der Translation. Die Regel fiir die Beschleunigung enthélt
die folgenden zusétzlichen Glieder '
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—282*(v* — ¢*) - Coriolische Beschleunigung,

[

. .(?"'2(:3* —c¢*) - Zentrifugale Beschleunigung,

o 2%(z*—c*) - Eulersche Beschleunigung,

o c* - relative Beschleunigung der Translation.

Die Matrix * glbt die Winkelgeschwindigkeit der relativen Bewegung der Bezugssy-
steme wieder.
Die wichtigste Eigenschaft der Regeln (3.30) ist die nicht-homogene Abhingigkeit der
Geschwindigkeit und der Beschleunigung vom Bezugssystem.

Ahnlich 138t sich die Regel fiir den Geschwindigkeitsgradient darstellen. Wir erhalten

oroT=-r- | (3.31)
und folglich o '
OtDotT = Dnr . .
O*WO*T — W# _ n* (3.32)

Die Anwesenheit der Winkelgeschwindigkeit §2* in den Transformationsregeln hat gra-
vierende Folgen fiir die Formulierung der Werkstoffgesetze. Wir erdrtern dieses Problem
- weiter mit einigen Einzelheiten. Manchmal werden die Groflen, wie z.B. D, mit ho- -
mogener Transformationsregel objektiv und andere, wie L oder nlcht-ob jektiv
genannt.
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Kompendium der Geometrie und Kinematik

, ' {Xa}azi23 — Lagrangesche
‘ . - : Koordinaten
' {‘tk}k=1,2,3 - Eulersche
' Koordinaten .
Bewegungsfunktion
2=f(x,i),2€Bt,X€B0; ' zszk(-XhX%XS,t)’k=172s3
' Deformationsgradient
F = Gradf=2(X,1),
. : 5X( Fio = gﬁ' yJ= %Eklmaaﬂ'yFkaI;‘IﬁFm'y
J = detF>0 ..

Polare Zerlegung

F=RU=VR,RT =R,
. . Fka =RkﬁUpa = VkIRIa
U=UT, v=vT - '

v Verzerrungstensoren
C = FTF=U? - Rechts-Cauchy-Green Capg = FraFip=UsyUyp
E = 1(C-I), - Green-St.Venant Eug = 1(Cop—bap)
B = FFT=V? _Links-Cauchy-Green | By = FioFia = VimViu
e = Y10 - |
= 3I-B7!) - Almansi-Hamel = | ey = (6 - BY)

Geschwindigkeit, Beschleunigung
' : ' 2
v:%—f(X,t), a:%%.f-(X,t) ”k=%,ak=%t{‘

Geschwindigkeitsgradient

L=L(z,t)= FF! = grado(z,1) Ly = FkaFc:,l = %ﬂ‘
Verzerrungsgeschwindigkei_tstensor
D=1 (L + LT) . Dy = 2 (Li + Lix)
| Spin
W = % (L - LT) _ » Wi = %(Lkl ~ Ly)
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4 Bilanzgleichungen

4.1 Einfiihrung

Die bisherigen Darlegungen beweisen eindeutig, daB sich alle Begriffe der Geometrie
und Kinematik aus der Bewegungsfunktion f allein herleiten lassen. Der iibrige Teil
dieser Abhandlung enthilt die Beschiftigung mit der Frage, wie man diese Funktion
bestimmen kann. Es bieten sich drei Méglichkeiten

1. durch Symmetrieaussagen und physﬂ(ahsche Elgenschaften des Korpers wird die Ge-
stalt der Funktion f a priori angenommen;

2. man stellt die Funktion f mit Hilfe einiger Parameter dar, deren Raum- und Zeit-
eigenschaften einfacher sind als die der allgemeinen Bewegungsfunktion selbst und
sucht diese Parameter als eine Losung des Rand- und Anfangswertproblems der bis
jetzt unbekannten Feldgleichungen; ' :

3. man bestimmt die Bewegungsfunktion direkt als die Losung der entsprechenden Feld-
gleichungen mit dem zugehérigen Rand- und Anfangswertproblem.

~ In jedem Fall mufl man die thermodynamischen Beschrinkungen erfiillen, die die Form
* der Erhaltungssitze der Masse, des Impulses und der Energie sowie des zweiten Haupt-
satzes der Thermodynamik haben. :
Zum Beispiel ist die isochore Streckung ein Problem, das entweder mit dem bekannten
Parameter A (die vorgegebene Verformung in einer harten Zugpriifmaschine) zur ersten
Klasse gehort oder mit einem unbekannten Parameter X (die vorgegebene Belastung in
einer }
weichen Zugprufmaschme) zur zweiten Klasse gehort. Ahnlich gehort d1e emfache Sche-
rung entweder zur ersten oder zur zweiten Klasse, je nachdem, ob der Winkel ¢ eine
bekannte oder unbekannte Gréfe ist. :
Diese zwei Moglichkeiten werden auch sehr haufig in der Strémungsmechanik ange-
wendet. Solche Probleme, wie z.B. P01seu111e- oder Couettestromungen stellen typische
Beispiele dar. -
Die Zwangsbedmgung, die thermodynamischen Beschrinkungen erfullen zu miissen,
wurde in der Kontinuumsmechanik fiir die Entwicklung einer bestimmten Strategie
ausgenutzt. Infolgedessen ist ein Verfahren entstanden, daff die Wesentllche Schritte
. enthalt: ' :
1. die Formulierung der allgemeinen Erhaltungssitze, die von beliebigen Prozessen
erfiillt sein miissen,
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2. die Ergédnzung der Erhaltungssa.tze mit Werkstoffgesetzen und folglich die Um-
~wandlung dieser Sitze in die Feldgleichungen,

3. die Lésung des Rand- und Anfangswertproblems fiir die Feldglelchungen
4. die Uberprufung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik.
Alle weiteren Uberlegungen dieses Skriptes werden dieser Strategie gewidmet. In diesem
Kapitel stellen wir die Bllanzglexchungen und die resultierenden Erhaltungssa.tze dar.

~

4.2 Bilanz der Masse

Wir haben schon betont, daB das einzelne Teilchen keine selbstindige physikalische
Bedeutung im Rahmen der Kontinuumsmechanik besitzt. Die eigentlichen Trager des
physikalischen Inhalts sind statt dessen die Teilkérper P, C B,. Die Teilkérper sind
die offenen Mengen, die zusitzlich gewisse mathematische Bedingungen erfiillen miissen.
Wir wollen hier diese mathematischen Einzelheiten nicht erdrtern und werden weiter
anneéhmen, daf die Bedingungen fiir Py, die notwendig fiir die Zulissigkeit der durch-
gefiihrten Operationen sind, gewihrleistet werden. Die augenblickliche Konfiguration
P, des Teilkérpers Po wir durch die Formel definiert

= {£(X, )X € P} = £(Po,2). - (4.1)

Mit jedem Teilkérper P, verbinden wir eine posnlve Zahl M(P,), die die folgende
Bedingung erfiillt :

1) B=0 = M®=0, 4
2) Po=UP) und PANPR =0 fir ) £y = M(P) =Y M(PY). (*2)
A o A A ‘

Die letzte Eigenschaft nennt man die Additivitit. Diese Zahl werden wir die Masse

des Teilkérpers nennen. Sie soll zwei wichtige Ansatze erfiillen. Der Ansatz der Volu-
menskontinuitit :

C3u>0VP: M(P) < uV(B),  0<p< oo, (4.3) -

mit V(Fy) — Volumen des Teilkorpers Py, 4 — eine Konstante, ist ein Belsplel dafur,
wie man die sogenannte axiomatische Kontlnuumsmechanlk aufbaut. Ahnliche
Ansitze sollten auch:von vielen anderen GréBen (Impuls, Energie usw. ) erfiillt werden.
Jedoch wollen wir nicht weiter auf Einzelheiten eingehen. ‘
Nach dem Ansatz der. Volumenskontinuitit kann die Masse als ein Volumenmtegral
geschneben werden

VPOCBO:M(P6)=/Qod% ’ 90=90(X)’ X € By, (4.4)
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. wobei go die Massendichte in der Referenzkonfiguration ist.
Der zweite Ansatz —der Massenerhaltung’ssatz— enthilt zwei Teile:

1. die augenblickliche Konfiguration P, des Teilkorpers Po wird auch mit einer Masse
M(P,) verbunden,

{2. diese Masse andert sich nicht in der Bewegung und ist eine dlfferenzmrbare Funk-
tion der Zeit:

v Ty ST ey wi- OIS @1 E E e e ws e e v

M(P)) = M(P) = i—(Pt)=0. R . (4-5) a

; Eme einfache Analyse fiihrt dann zu der folgenden globalen Massenbllanzglelchung
fiir einen beheblgen Augenblick ¢ :

VPt:Et-P/ng=0, e=ol=t), z€B, | (4.6)

wobei p die Massendichte in der augenblicklichen Konfiguration ist.
An dieser Stelle sollen zwei Bemerkungen gemacht werden. Die erste Bemerkung betrifft
“die Terminologie: Im Fall der Massenbilanz, die wir hier untersuchen, entsteht kein
Unterschied zwischen Erhaltung und Bilanz. Wir werden weiter sehen, daB das nicht
immer der Fall ist. Es gibt GroBen wie z. B. die Entopie, dxe eine Bllanzglelchung
erfiillen, jedoch nicht erhalten werden.
Die zweite Bemerkung betrifft die Massenerha,ltung ‘'selbst. Es ist selbstverstandlich,
, daB im Rahmen der klassischen Mechanik in einem gegebenen System die vollstandlge
Masse weder wichst noch verschwindet. Dennoch kann im Fall einer vielkomponentigen .
- Mischung die Masse einiger Komponenten durch die Umwandlung (z. B. chemische
Reaktionen) auf Kosten anderer Komponenten wachsen. Wir werden solche Modelle in
dieser Abhandlung nicht erértern. '
Mit Hilfe der Analysis kann man die Gl. (4.6) in der folgenden Weise transformieren.
Wir schreiben diese Gleichung in der urspriinglichen Form der Zeitableitung

) 1 ' : : .
AI%I—I}OE { / o(z,t + At)dV — / g(a:,tA)dV} =0. \

Pryae P

Dann gilt

/ o(z,t)dV — / o(z,1)dV

Peyat P,

zhrfo At { / lo(z,t + At) — o(=,t)]dV +

Peyat

- . g(:l!,t + At) — g(:c,t) . : A§ :
= Ahtr-f»lo ] A7 dV+‘%1tr_£10f g(z,t)Eds =

Pryae . A ) A v |

= /0ng+ ov -nds =0,
ot 9P

(4.7)

A e
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wobei P, die Oberfliche der Teilkérperkonﬁgurati-on P, und n den Einheitsvektor senk-

Abb. 4.1: Die Zeitianderung der Konfiguration P; des Materialgebietes.

" recht zur Oberfliche und beziiglich P, nach auBen orientiert bezeichnen. € ist eine lokale

Koordinate in Richtung des Vektors n, die die Entfernung von der Fliche P, bestimmt,
v ist die Geschwindigkeit des Teilchens auf der Flache 0P;. Die Zusammenhinge wur-
den in Abbildung 4.1 skizziert. Offensichtlich stimmt die Bruchzahl %—? in der Grenze
At — 0 mit der GroBe v - n deswegen iiberein, weil das Gebiet P, sich zusammen mit
dem Material (Materialgebiet) bewegt.

- Mit Hilfe der Greenschen Formel 138t sich die letzte Beziehung folgendermaflen schreiben

/ [%f + div(gv)] dv =0, (48)

P,
fir beliebige Teilkorper P. '
Die letzte Bemerkung hat eine besondere Bedeutung. Es ist nimlich mit Hilfe dieser
Eigenschaft moglich, die lokale Gestalt dieser Gleichung zu erhalten. Fiir ein gewahltes
Teilchen X € B, betrachten wir die folgende Familie der Teilkdrper, die mit der Zahl

- A parametrisiert ist

{R}: 1) Vigi<oo: P} 3 X, |
2) M<XA = PioPpN (4.9)

3) NPR={X}.
A=1
Infolge der Stetigkeit der Bewegungsfunktion erhalten wir

{P}}: 1) V0<A<oo: P 3f(X,1), , -
2) Xi<); = PM > PN, ' (4.10).

3) ﬁ P} = {=} = {£(X, 1)},
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mit ' ' ' _
| , hm V(P") = 0. = (4.11)
D1e GL (4.8) 1aBt sich jetzt wie folgt schreiben: .
' : 1 do ' .
[ — —4-di = 4.12)
Y\ s Y P/ [ =+ dxv(gv)} dv =0 (4.12)
und fiir jeden Ort &, wo def Integrand stetig ist,erhalten wir
| 1 rlée Jdo .. - »
= — (413
’\lirg ViE ) / [6t +d1v(gv)] T +d1v(9?), _ ‘( ' )

was gemeinsam mit (4.12) den lokalen Massenerhaltungssatz (die lokale Bilanz-
gleichung ) ergibt

%i—’- +div(pv) = g+ odivo =0, ¢:= %tg +v - gradp, (4.14)

wobei die Zeltablextung ¢ die materielle Zeitableitung genannt W1rd
Die Gl. (4.14) 138t sich einfach integrieren. W1r zeigen hier zwei Methoden:

1. Es gilt die folgende Identxta.t

J=detF = J=sp g;,F = sp (F‘TJ)F =JspL = . Jdivw. (4.15)
Nach (4.14) erhalten wir
==—— = Inp=const—InJ, (4.16)
| e J
mit der Anfangsbedingung - : ,
J=1= 2 = Po. (417)
Daher wird
fo : ' '

was bedeutet; daB der gegebene Deformationsgradient F' die Anderung der Massen-
dichte ¢ eindeutig bestimmt. Diese Lésung zeigt auch, daBl J positiv sein mu8.

2. man kann auch direkt die Annahme (4.5); benutzen. Wenn wir die Beziehung (4.4)

beriicksichtigen, erhalten wir o
/ o(z,0)dV = / o (£(X,t),1) JdVo = /go (X)dve  (419)

wobei dV und dV; auf die Integrierung beziiglich  bzw. X deuten. Diese Gleichung
soll fiir alle Teilkérper gelten. Deswegen folgt wieder (4 18).
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- Abb. 4.2: Absteigende Familie der Teilkorper fiir die singulire Fliche S;.

Wir schlieBen die Analyse der Massenbilanz mit der Erorterung der Bedingungen auf
einer singuldren Fliche S, wo die Massendichte p unstetig ist. Die globale Mas-

senbilanzgleichung (4.6) gilt auch in diesem Fall, wenn das Gebiet P, die Flache S,
schneidet (Abb. 4.2) .' ‘

~Im allgemeinen werden Unstetigkeiten in der globalen Bilanzgleichung zulissig, wenn

das Volumen solcher Mengen, die aus den Unstetigkeitsstellen entstehen, gleich Null

- 1st.
- Nehmen wir an, da8 die Gleichung der Fliche S, die folgende Gestalt hat

h(z,t) =0 | (4.20)

wobei h eine stetig differenzierbare Funktion bezeichnet. Gl. (4.20) erlaubt die lokale
Geschwindigkeit der Fliche zu erhalten. Denn

Oh Oh
dh = el dz + —a—t—dt = 0; (4.21)
daraus folgt
dz ok - S '
c:=n-§t—=—7f_;—,n':= ZZ, : - - (4.22)
%] % -

wobei 12 den orthogonalen Einheitsvektor bezeichnet. Offenkundig ergibt sich aus (4.20)
nur die normale Komponente ¢ der Geschwindigkeit. Die Tangentialkomponente andert
die Flichengeometrie nicht und hat deswegen keine Bedeutung fiir unsere Uberlegungen.

Wir untersuchen wieder die Bilanzgleichung (4.6) fiir die Familie der Teilkorper {P{\},



R

37
die die folgende Eigenschaft besitzt (Abb. 4.2):

1) V1</\1,A2<00' PAlﬂSt=Ptxant,
ﬂP"_PlnSt PN 5.

=1

(4.23)

Um die Unstetigkeit beriicksichtigen zu kénnen, zerlegen wir dle Integration fiir belie-
bige P; in zwei Teile:

/ 0dV = / 0dV + / edV | (4.24)
P P} P-

wobei P;t und P;” die augenblicklichen Konfigurationen der Teilkdrper bezeichnen,' die
durch den Schnitt des Teilkérpers Pt mit S; entstehen. Dann

—d-'/edV = /ang+ / en-vd3+ / 9*(—n)-(";);15,

dt

dP,+ AR 5 8P\, , 3P} NS, (4.25)
= [eav = /ath+ [ em-vas+ [ o ~(n)- (nc)dS.

P P 3P \S: AP NS

wobei ¢+ und o~ die Grenzwerte der Massendichte auf den beiden Seiten der Fliche S,
bezeichnen.
Mit Hilfe der Familie (4.23) kann man jetzt einen Grenziibergang konstruieren:

}L%E/gdv— _m/ ng+ / ot(n- vt —¢)dS -

PinS;

(4.26)
- / o~ (m-v™ —c)dS,
P:NS:
;Mobei v+ und v~ die Grenzwerte der Geschwindigkeit sind.
Nach (4.6) folgt nun
/. [g*‘(n vt —¢) — o7 (n-v — c)] dS = 0. 4 (4.27)

PnS,

Fiir jeden Ort € S;, bei dem der Integrand stetlg ist, 1a8t sich diese Gleichung in der

lokalen Gestalt schreiben:

le(n-v—o)] =0, | s

wobei [.] die Differenz der Grenzen auf der »+“-Seite und ,,—“-Seite der Fldche be-
zeichnet.
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Im Sonderfall de: materiellen Fliche haben wir
c=n-v = [o(n-v-c)]=0; (4.29)

das bedeutet, daf§ beispielsweise die Grenze zweier Werkstoffe identisch die Massen-
bilanzgleichung (4.28) erfiillt. Dennoch erfiillen solche Flichen, wie z.B. die StoBwel-
lenfliche oder die Trennfliche zweier Phasen wihrend der Phasenumwandlung, diese
Gleichung nicht automatisch. Es folgt z.B. im Fall g+ # o

o~ + - _ 0

v - ‘nN==—jlv-'Nn 4.30
(vt = v)n= Lo n] REY

d. h. die Unstetigkeiten der Massendichte [[¢] und der Normalgeschwindigkeit [v-n]
bestimmen die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢. . ’
Gl (4.28) hat eine sehr einfache physikalische Bedeutung. Der Beobachter, der sich
zusammen mit der Fliche bewegt, beobachtet den Zuflu und den Abfluf der Masse

C =

' pro Zeiteinheit als g*(v - n — ¢) und o~ (v -0 - ¢). Diese Grofen miissen gleich sein. .

Das bedeutet, dafl die Masse von der Fliche nicht abgefangen wird — der Massenstrom
durch die Fliche mu8B stetig werden. '

4.3 Impulsbilanz

Der Impulsvektor I fiir den Teilkérper P, wir durch die Formel
I= / ovdV | (4.31)
Pg ’ :

definiert. Wir verzichten sowohl hier als auch weiterhin, fiir andere Gréfen, auf die
axiomatische Formulierung, die mit einigen Einzelheiten fiir die Massendichte darge-
stellt wurde. :

Im Gegensatz zur Masse bleibt der Impuls meistens nicht erhalten — Der Impulsvek-
tor I &ndert sich durch den EinfluB der Umgebung des Teilkérpers. Wir nehmen an,
daf dieser Einfluf$ durch einen Impulsstrom wiedergegeben wird, der aus zwei Beitriagen
entsteht: Der Oberflichenkraft ¢(P,,t) und der Volumenkraft b(P,,t). Die Impulsbi-
lanz fiir den Teilkérper P, 138t sich dann schreiben ‘

dI
Pl

VPt : (Pt’t) +b(Pt’ t)7 o B (432) '

- Die Erhaltung des Impulses ist nur in diesem Sinn zu verstehen, daBl der ganze Kérper

By, der keinen Kontakt mit der duBeren Welt hat, den eigenen Impuls nicht indern
kann. '

" Die Trennung der Krifte auf der rechten Seite der Gl. (4.32) ist weder axiomatisch!

noch physikalisch einfach zu kliren. Ohne Einzelheiten zu erwahnen, werden in dieser

- 14Of all the axioms of mechanics, those for systems of forces and torques are the moét difficult to
formulate”(C. TRUESDELL, The elements of continuum mechanics, Springer, N. Y.,1966,S. 26).
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Abhandlung nur solche Kréfte betrachtet, die sich folgendermafen schreiben lassen:

t(P,t) = ftn(z,t;n)ds, ‘
oF | (4.33)
b(P,t) = [ eb(z,t)ds. '
Pg .

Offensichtlich ist die Dichte der Obé;ﬂiichenkra.ft t(P,,t) an jeder Stelle  nur von der

1%

B\ 0:

ta{x.t:n)

“th talx,t;-e1)
. -2 AN 7 :
e : %
A N
talct T (el tive3)
-€3
X4 b)

Abb. 4.3: Zur Herleitung des Spannungstensors

Orientierung n abhingig (Abb. 4.3,a)). Sowohl die anderen geometrischen Parameter
wie z. B. Kriimmungen als auch die globalen Eigenschaften des Teilkdrpers P; spielen
dabei keine Rolle. Die Grofle t,(z,t;n), die wir weiter den Spannungsvektor nennen,
- ist fiir alle drei in der Abbildung skizzierten Teilkérper gleich.

Andererseits ist die Dichte b(=,t) der Volumenkraft davon unabhingig, ob es noch
andere Teilkérper im Raum gibt, die sich gleichzeitig mit P; bewegen. Das bedeutet,
daB wir solche Wechselwirkungen wie gegenseitige Gravitation vollstindig vernachlassi-
gen. 4

Letztlich erhalten wir die folgende glbbale Bilanzgleichung

2

o /gv(:n t)dV = }{t (z,t;m) dS+/gb(a: t)dV , T €B,. (4.34)
P : ,

~ Unmittelbar aus dieser Gleichung folgt das Cauchysche Lemma iiber die Existenz
des Spannungstensors o

t,,(.av:,t; n) = o(z, t)ﬁ, | (4.35)
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d. h., daB der Spannungsvektor ¢, eine lineare und homogene Funktion des Vektors n
sein muf. Um dieses Lemma zu beweisen, mu8 man die Gl. (4.34) auf den Tetraeder
(Abb. 4.3,b)) anwenden und dann das Volumen auf Null schrumpfen lassen.

Ahnlich wie fiir die Massenbilanz 148t sich jetzt die linke Seite transformieren

[ Opv | - . '
—aTdV + f ovY - ndS = fo'nd5'+/gde. (4.36)
P oP, oP P,

oder, mit Hilfe der Greenschen Formell,2

VP, : / [a—gtﬁ+ div(pv @ v) — dive — gb} dv =0. (4.37)
P ‘ - v

Fiir alle Orte, an denen der Integrand stetig ist, konnen wir jetzt die Mengenfamilie
(4.10) anwenden. Es folgt die lokale Impulsbilanzgleichung (der sogenannte erste
Cauchysche Satz der Kontinuumsmechanik) '

' %q-t?—h-k div(é'v RQu — o’) = pb. (4-38)‘

Diese Gleichung kann mit Hilfe der Massenbilanz vereinfacht werden. Wir haben dann -
dov X 0o , v "0v
TS +div(pv ®v) = (-a—t + div (gv)) v+ (5{ +(v- grad)v)

und, dank der Gl. (4.14),

ov =dive+pb V= %v-i-(v-gra,d)‘v_ _ (4.39)

Die materielle Zeitableitung der Geschwindigkeit © entspricht selbstverstiandlich der

Beschleunigung a in deren Eulerschen Beschreibung. '

Im Fall der singulidren Fliche S, (GL.(4.20)) erhalten wir die folgende Bedingung
 [e(n-v - c)v] = [o]n. (4.40)

Andererseits fiihrt die Kontinuitdt des Massenflusses (4.28)

m:=pt(c—vt-n)=p(c —v"-n) - (441)

2«Textbook for engineers and physicists still seem to prefer proofs of each special application by
means of diagramms showing boxes decorated by many small arrows. Such proofs are regarded as ‘intui-
tive’, apparently because they include, over and over again, a bad proof of the divergence (i. e. Green,
K. W.) theorem itself along with the particular application of it.” (C. TRUESDELL,op.cit.,S.31)
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zu

m[v] + [Io']]n =0. o (4.42)

Diese Glexchung hat zweierlei praktlsche Bedeutung Erstens gilt-fiir eine materielle
Fléache die Poissonsche Bedingung

m=0 = [oln=0, (4.43)
was die Randbedingung fiir Spannungen definiert. Ist
gauben _ oty (4.44)

die gegebene duBere Kraftdichte auf der Fla,che S,, dann verblndet die Gl. (4.43) diese
Kraftdichte mit der inneren Spannung oc=0":

on|g, = g2 | | (4.45)

Zweitens beweist die Gl. (4.42) fiir eine nicht-materielle Flache, da die Unstetig-
keit der Geschwindigkeit [v] die Unstetigkeit des Spannungsvektors erzwingt. Diese
Bedingung spielt eine sehr wichtige Rolle bei Untersuchung der Stofiwellen.

Beispiel: Ist o = —pI, d. h. der Spannungstensor hat eine diagonale Form und p
beschreibt den hydrostatischen Druck. Nehmen wir zusitzlich an, daB8 sich der Kérper
auf der positiven Seite der Fliche nicht bewegt: v* = 0. Dann folgt aus (4.41) und

 (4.42)

’Cz 0 [[PB o .
'Q+ [[g]] > 0. | (4.46)

Wenn der Druck allein eine Funktion von p ist, dann bestimmt die Gl. (4.46) die Aus-

‘breitungsgeschwindigkeit fiir einen gegebenen Sprung der Massendichte. Offensichtlich |

muf} p eine wachsende Funktion von g sein, um die Ungleichung (4.46), zu erfiillen.

Wir schlieBen dieses Kapitel mit einer Darstellung der anderen Spannungstensoren, die
aus einer Transformation des Bezugssystems folgen.

Offensichtlich 148t sich die globale Blla,nzglelchung (4.34) auch in der Referenzkonﬁgu— ,
ration schreiben. Denn

VPR, / 00v(X,8)dVp = f £2(X, t; N)dSo + / sobo(X,8)dVs , X € Bo, |
. 8P,

_oder, nach der Anwendung des Greenschen Satzes,

v
‘VPO:/( 05y vaT—gobo)dVo_O

Py




T S et e e o e L e e g o

42 ' ' ' 4 Bilanzgleichungen

Die lok?le‘,Bila,nzgleichung’ lautet dann

go% —DivT — gobo = 0, o (4.47)

wobel wir das Cauchysche Lemma fiir den Spannungsvektor £2

t?,(X,t';N)»=T(X,t)N(X,t), - (4.48)

benutzt haben. Selbstverstindlich bezeichnet £ die Oberflichenkraft pro Flichenein-
heit in der Referenzkonfiguration und by ist die Volumenkraft pro Masseneinheit eben-
falls in der Referenzkonfiguration. Der Tensor T wird der (erste) Plola-Klrchhoff-
sche Spannungstensor genannt.

Um den Zusammenhang zwischen Cauchyscher Spannung o und Piola-Kirchhoffscher

Spa.nnung T herauszufinden, transformieren wir die Koordma,ten der Flichenintegrale
in (4.34):

}( todS = f ondS = ]4 o (tyds! x tds?) =
) or
= }{ o(FT1ds') x (FTyds?) = f JoF-TNdS,
AR » Py

(Abb. 4.4 und Gl. (2.58)).

NdS, = (Tyds?) x (T3ds?) ndS = (tyds') x (tyds?) =

= (T1 X Tg)dsld82 . (FTldSI) X (FT2d32) =
: - , = JF‘TNdSo

Abb. 4.4: Transformation des Flia'.chenelementes .

Wenn wir nun dieses Ergebnis in der Bilanzgleichung anwenden erhalten wir die fol-
gende lokale Bemehung

T — JoF-T. , | (4.49)
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Um den Unterschied zwischen ¢ und T klar zu sehen, betrachten wir ein Beispiel.
Nehmen wir an, daBl die Messung der Kraft, die notwendig ist, um die isochore Streckung
zu verwirklichen (Gl.(2.18)), die folgende Beziehung ergibt:

K = (K1,0,0), K; = Koe, e:=log A, Ko = const. | (4.50)
Die Cauchysche Spa.nnung auf der Fliche z =const ist nun |
Kl » K] Kl KO
A A e 4.51
on = = Vg =g = e, (451)
und die Plola-Klrchhoffsche Spannung auf dieser Fla.che
K1 ' Ko
T; 4.52)

‘wobei A den Anfangsquerschnitt und A den augenblicklichen Querschnltt bezeichnen.
Grob gesagt gibt die Spannung T}; den Verlauf der duSeren Kraft wieder, wihrend
- die Spannung 0;; die lokale Anstrengung des Werkstoffs beschreibt. Bei kleinen
Verformungen (¢ < 1 = e® & 1) verschwindet der Unterschied zwischen beiden Span-
nungen. Es ist nicht der Fall bei grofien Verformungen— die Spannungen unterscheiden
sich nicht nur wertemaBig, sondern auch qualitativ: in unserem Beispiel hat oy, ein
Minimum, das nicht fiir 71; erscheint (Abb. 4.5). Der Cauchysche Spannungstensor o
und der Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor T unterscheiden sich auch in der Trans-
- formationsregel (Gl. (3.26)) voneinander:

e =0z+c = |08 =0"00T T =O°T (4.53)
die letzte Beziehung der unmittelbare Folge der Formel (4.37) ist: |
J=J,FT=(0F)7T = 0F7T =T = JO'cOTOFT =
| = O*(JoF 7).
Manchmal wird auch der zweite Plola-Klrchhoﬂ'sche Spannungstensor (d1e ma-

terlelle Spannung) T benutzt

(]

T:= F\T = J(F-'6F~T) = T"=T. (4.54)

4.4 Drallbilanz

Im Rahmen dieser Abhandlung erdrtern wir ausschlieBlich solche Kérper, die die ein-
fachste Kinematik, d.h. drei lokale Freiheitsgrade (z.B. drei Komponenten dér Bewe-
gungsfunktion oder drei Komponenten der Geschwindigkeit), besitzen. In Ubereinstim-
mung mit dieser Voraussetzung betrachten wir den Drall als ein Moment des Impulses

mit der entsprechenden globalen Bilanzgleichung o

. VPi-i %}Z(r — 7o) X (gv)d'V =azf (r —7o) x ¢,dS +P/(r — 7o) X (pb)dV (4.55)
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Abb. 4.5: Belspxel fir den Unterschied zwischen der Cauchyschen und der Piola-Kirchhoffschen Zug-
spannung

wobei 7, einen beliebigen Ort im Bewegungsraum bezeichnet und = der Ortsvektor ist.
In kartesischen Koordinaten hat diese Gleichung die folgende Gestalt -

d
VP, : EP/ Extm(T1 — 20)(ovm)dV = f Ekim (21 — 27 ) (Omnnn)dS +

oF: (4.56)
+ [ ebim(z1 — )(ebm)av.
. Pt .

" Die Zeitdifferenzierung nach dem Muster der Massenbilanz, die Greensche Formel und

die Schiefsymmetrie des Ob jektes exim bew1rken gemeinsam

t . /{Eklm(xl - zl) [va - amn,n - Qb ] - eklmaml} dV = 0. (457)

Mit der lokalen Impulsblla,nzglexchung (4.39) 1aBt sxch Gl. (4.57 ) in der folgenden
lokalen Gestalt schrelben

]
q

EbmOmi =0 = o T , (4.58)
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. Diese Syrhmetriebedingung- fiir die Cauchysche Spannung wird von der Piola-Kirch-
hoffschen Spannung nicht erfiillt, sondern (vgl. 4.49): '

TFT = FTT .. - C (4.59)

4.5 Energiebilanz

~ Im Fall rein mechanischer Prozesse spielt die Energiebilanz eine sekundire Rolle. Je-
doch wollen wir weiter einige thermodynamische Bedingungen erértern und dann ist
die Energiebilanz (in diesem Zusammenhang auch der erste Hauptsatz der Ther-
modynamik genannt) von sehr grofer Bedeutung

Die Gré8e

E(P.,t) = K(Pot) + £(Py ),
K(Pyt) = / 0v?dV | E(Pyyt) = / 0edV

(4.60)

nennt man die vollstéindige Energie des Teilkérpers P;, K wird die kinetische En-
ergie des Teilkdrpers P; genannt und £ die innere Energie des Teilkorpers P;.
Die vollstandige Energie soll die folgende Bilanzgleichung erfiillen

VP, : — =a'f (v-t.—q- n)dS +P/g(v -b+r)dV. (4.61)

. Die auftretenden Gréfien haben die folgende Inter‘preta.tion'

v - t, — Leistung der Spannungen,
v - b — Leistung der Volumenkrifte,
g — WarmefluBivektor, '
r — Zufuhrdichte der Energie. (

In zusammengefafiter Form

— / v +e)dV = § (ov—q)-ndS + / ofo- b + r)ds/ (4.62)
oP, |

wird diese globale Energiebilanzgleichung ihnlich wie die anderen B1la,nzglelchun-
gen in der lokalen Gestalt geschrieben werden.
Fiir einen nicht-singuliren Ort  erhalten wir

’ gt_ [g(%vz + 6)] + div [g(%v2 +e)v—ov+ q] =p(v-b+r). (4.63)
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Die folgenden einfachen Manipulationen

0 T ' do ..
. b—i [g(%’(ﬂ + 5)] + div [0(%v2+ 5")'0] = (a—f + div (Qv)) %'02 + 6) +

. : ‘ ov Oe
o o +gv,-(—a-t-+v-gradv)+g(-5t-+v-grade)

= v-(dive + pb) + ¢,

wobei die Massenbilanz und die Impulsbilanz angewendet wurden, lassen die Gl. (4.63)
folgendermafen schreiben ' '

0¢ =spo LT —divg+opr, | é:= %+v-gr§da. (4.64)

Wir haben hier die Identitat »
div(ov) = v - dive + sp o(grad 'v)T. =wv-dive +spoalL”, " (4.65)

und die Symmetrie der Spannung o benutzt.

Die GL. (4.64) wird die lokale Bilanzgleichung der inneren Energie genannt.
Genau in der selben Weise wie fiir andere Bilanzgleichungen betrachten wir nun die Gl.
(4.62) fiir solche Gebiete P,, die von einer singuldren Flache S; durchschnitten werden.
Fir einen beliebigen Punkt dieser Fliche gilt ’

[e(v* +€)(v - n— )] = [(ov — g) - n], (466)

oder, mit Hilfe der Massenbilanz auf der singuliren Fliche

| m[3v? +a]] +[lov—q]-n=0. | : (4.67)

Wir untersuéhen zwei Sonderfille dieser Gleichung. Ist die Flache eine materielle Flache: .
m=0 = [v]-n=0und [o]n=0. (4.68)

Wenn wir auch das Glei’pen auf dieser Fliche vernachléssigen
[v-(v-n)n]=0 = v]=0 = {Iaﬂl-n:ﬂ (4.69)

erhalten wir aus (4.67) die Fouriersche Bedingung

[q] -n =0. | | (4.70)

Diese Gleichung erméglicht die Randbedingungen fﬁr den WarmefluBvektor g zu
formulieren, die sehr haufig in der Theorie der Wairmeleitung benutzt werden.
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Der zweite Sonderfall bétrif'ft die Ereignisse auf der Trennfliche der zwei Phasen wéh-

rend eines Phaseniiberganges. Auch in diesem Fall wird das Gleiten vernachldssigt:

é

[v—-(v-n)n]=0. (4.71)
Dann haben wir

mﬂ%vzl] + [[’a'v]]’- n = ml[iv-n-c)?]+mfv- nlc+[n-on(v-n—c)]+
: +[n-onjc= ‘ »

1
= ml[i(v-n-c)?- rid on],

wobei wir die Impulsbilanz angwendet haben. Letztlich wird

mli(v-n—c)?+e—RIR]_[q]-n=0.| - (4.72)

Mit Hilfe der Entropiebedingung, die wir weiter darstellen, fiihrt diese Gleichung zur

- grundlegenden Bedingung fiir Phaseniibergange, die die Eigenschaften des sogenannten

chemischen Potentials bestimmt.

SchlieBlich wollen wir noch eine kurze Bemerkung beziiglich der Transformationseigen-
schaften formulieren. Man nimmt an, da8 die innere Energie und der Warmefluf§ die
folgende Regeln erfiillen |

a:*=0*z+c“' => e*#e,d*:O*q,r*‘:r. (4.73)

Das bédeutet, da8 die Bilanzgleichung der inneren Energie (4.64) im neuen Bezugssy-
stem die folgende Gestalt hat

0"e* = sp q”“L"‘T —div*q* + o*r* — spo* 2, (4.74)

wobei wir die Regel (2.31) fiir L angewendet haben. Offensichtlich ist die Symmetrie
des Spannungstensors o* hinreichend fiir die Invarianz der Gl. (4.64)

spatT=0. . (4.75)

Im Fall des nicht-s_yrmnétrischen Spannungstensors o (z.B. Cosseratsche Werkstoffe) |
folgt die Invarianz der Gl. (4.64) nicht automatisch. Manchmal kann man sie sogar
nicht verlangen. Wir méchten jedoch diese Frage hier nicht erértern.

4.6 Entropiebilanz |

' Im Gegensatz zu der inneren Energie, deren physikalischen Bedeutung an keine besonde-

ren intellektuelle Schwierigkeiten st68t, ist der. Begriff der Entropie nicht so anschaulich.
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Wir werden diesen Begriff nur instrumental benutzen und brauchen nicht die Einzel-
heiten zu erwdhnen. Von Bedeutung ist die Annahme, daf§ die Entropie eine globale
Bilanzgleichung erfiillt

, 'VP,? %IZ gndV*dft h-ndS —lgsdv '=1A/icrdV. (4.76)

Die GréBe n wird Entropiedichte genannt, h ist der Entropieflu, s die Entro-
piezufuhr und o die Entropieproduktion. Die Gestalt dieser Gré8en hangt vom
Werkstoff ab. Sie wird weiter mit einigen Einzelheiten dargestellt. Die Anwesenheit
des Produktionsgliedes bedeutet, daf die Entropie nicht erhalten bleibt, unabhingig
davor, ob der Flu$§ durch die Fliche 9P, und die Zufuhr verschwinden (Isolierung) oder .

~'nicht. -
“ Genau so wie es der Fall fiir andere Bilanzgrofen gewesen ist, erhalten wir aus (4.76)
die folgende lokale Bilanzgleichungen der Entropie '

?_g_r_;_ + div (gnv + h)—ps—0o=
ot 4.77
_— (@)
Egﬁ'f'dth-—gS—O':O',ﬁ::a-}-v.gradﬂ, :
im Fall regulrer Orte, und

auf der singuldren Fliche, vorausgesetzt, da die Zufuhr s und die Produktion & stetig
sind. -



Kompendium der Bilanzgleichungen

a) regulire Orte

v Masse .
% 4 div(gv) = 0 %482
_ Impuls
%Y 1 div(gv @ v — o) = gb 2 + 2 (ouivi — o) = obe
’ Energie

% [eGo* + )] +div [eGo? +epo

- —ov+q|=pb-v+or

+€) — o1k v + q1] = obrvi
Entropie ' ’

%‘f;’l+div(g7rv+h)=gs+a

%+ 52 (onve +hi) =05+ 0

b) singulz'ife Flachen

Masse
m:= g*(c—v*-n) =p~(c— v~ -m) o*(c — v n) = o~ (c — vg ny)
. ' Impuls . |
mfv] + [on] = 0 mfve] + [or]ni =0

Energie

m3v’+e]+[v-on-—q-n]=0

m[n] - [h-n] = 0

Entropie .
m{n] — [hxne] = 0

c) reduzierte Form

- Masse

p+odive =0 é+9%l:=0
Impuls

pv =dive + gb oV = %%fll+-gbk

0é =spo LT —divg + or

- Innere Energie

en+divh = és.+a

0é = op5E — 5% + pr
Entropie
on+PE=ps+o

.d) andere Ergebnisse

Poissonsche }Bedingung: m=0 = [ejn=0,

Fouriersche Bedingung: m = 0 und [[v] = [[v . nln = [g] - n=0

£ [Q(%vkvk + 6)] + 32—, '[Q(%vkvkw :

mLvivk + €] + [vkorini — gini] = 0
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5 Wérkst()ﬂ'gesetze —— Béispiele

5.1 Vorbemerkungen

Es ist offensichtlich, daB die Erhaltungssitze, die wir in Kapitel 4 dargestellt haben,
nicht ausreichen, um die erforderlichen Felder der Bewegung, Geschwindigkeit, Span-
nung usw. zu bestimmen. Die zusitzlichen Beziehungen, die man benétigt, um die
vollstandigen Feldgleichungen zu erhalten, nennt man die konstitutiven Gleichungen
oder die Stoffgesetze. Im Gegensatz zu den bisherigen Gleichungen dieser Abhand-
lung werden diese Gleichungen abhingig von dem Material sein, das wir beabsichtigen
zu modellieren. Aus diesem Grund kann man kein bestimmtes System der Stoffgesetze
universell formulieren. Fiir jeden Werkstoff und jede Prozessbeschrankungen mufl man
neue Gesetze vorschreiben. Fiir den Festkorper zum Beispiel, dessen experimentell be-
stimmte Verzerrungen linear von den Belastungen abhingig sind, kann man fiir kleine
Verzerrungen das Hooksche Gesetz anwenden. Fiir denselben Festkérper mufi man
Beanspruchungen, die zu einer Restverformung nach der Entlastung fithren, mit einem
anderen Stoffgesetz verbinden. Das bedeutet, daB ein Werkstoff im Rahmen des makro-
skopischen Modells nicht nur nach chemischer Zusammensetzung, kristallographischer
Symmetrie usw.. definiert wird, sondern auch die Grenzen' des untersuchten Prozesses
festgelegt werden miissen. In diesem Sinn kann derselbe Festkorper elastisch, elasto-
plastisch, elasto-viskoplastisch u.i. sein, abhingig davon, wie grof} die Beanspruchung
ist, wie lange die Beobachtungen dauern und mit welcher Geschwindigkeit die Bean-
spruchung geéndert wird. Dieselbe Fliissigkeit kann als ideale Eulersche Flissigkeit
~ oder als viskose Fliissigkeit betrachtet werden, abhingig davon, ob wir die kurzfristi-
gen oder die dauerhaften Eigenschaften beobachten. Aus dem selben Grund kann man
héufig kaum zwischen einer Fliissigkeit und einem Festkorper unterscheiden.

Versuchsergebnisse vereinfachen kaum die Aufgabe, die wir bei der Modellbildung be-
wiltigen miissen. Zur Verfiigung stehen nur Ergebnisse fiir einige einfache Geometrien
und nur fiir bestimmte Stellen der Proben. Das heifit, daff wir eine Theorie auf einer
Erweiterung dieser Ergebnisse begriinden miissen, wenn die Stoffgesetze nicht nur
die Verhiltnisse in der Experimentalanalyse wiedergeben sollen. Diese Erweiterung ist
* keineswegs eindeutig. '

Die Modellbildung der Kontinuumérnechanik ist trotz des obigen Sachverhaltes nicht
ganz willkiirlich. Es wird verlangt, daB die Stoffgesetze einige allgemeine Prinzipien
erfiillen sollen. Wir stellen hier die Wirkung zweier Prinzipien dar:
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o den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik,

L o die materielle Objektivitat. : T
. Grob gesagt verlangt der zweite Hauptsa,tz, daB die Felder, die man durch Anwendung

des ausgewdhlten Stoffgesetzes als Losung der Feldgleichungen erhélt, identisch die

- nicht-negative Entropieproduktion o auf jedem reguliren Ort liefern miissen. Die
- materielle Objektivitit verlangt, daB8 die konstitutiven Funktionen, die die Stoffgesetze
" definieren, invariant beziiglich der Anderung des Beobachters im Bewegungsraum sein
" miissen. Wir erértern die Einzelheiten weiter in diesem Kapitel.
- Unabhingig von den zwei oben genannten Punkten verlangt man manchmal auch,
. daB die Feldgleichungen hyperbolisch sein sollen, daB die Werkstoffgesetze .einer be-
- stimmten Isotropieinvarianz untergeordnet sein sollten und dafl sie das sogenannte
- Aquiprasenzprinzip erfiillen miissen. Wir wollen diese Bedingungen hier nicht erdrtern.
* Wir stellen jetzt einige Beispiele von Stoffgesetzen dar, um die obigen Bemerkungen an-

schaulicher zu machen. Fiir diesen Zweck wiederholen wir zunichst die Erhaltungssatze,

die uns zur Verfiigung stehen.
~ 1. Materielle (Lagrangesche) Beschrelbung Wir suchen d1e Vektorfunktlon

z=f(X,t) , Xe€B, | (5)

die die Bewegung beschreibt, und das Temperaturfeld

0=0(X,t) , 0>0, | (5.2)

dessen physikalische Bedeutung in dieser Arbeit nicht weiter erlautert wird. |
Unmittelbar aus den globalen Bilanzgleichungen erhalten wir

o gz%o-, : J=deth, oo=0o(X,t=0) (5.3)
(Ma.ssenbila.nz) : '

. %;1 = DIVT v= ———(X i), T =T(X,t), , (5.4)
(Impulsbllanz)

e TFT = FTT, (Drallbilanz) ' (5.5)

. bgo-q-e- + Divg =sp (TF;T) , e=¢(X,t), q=q(X,1), | -~ (5.6)

ot

(Bilanz der inneren Energie),

wobei T' den ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor bezeichnet. Wir haben die
duBeren Krafte b und die Energiestrahlung r vernachlissigt.

Offensichtlich sind die Gln. (5.4) und (5.6) Kandidaten fiir die Feldgleichungen. Um
dies zu erreichen, miissen wir fiir die Groflen T, € und q die konstitutiven Gleichungen
vorschlagen. Zu diesem Zweck nehmen wir an, daB diese Grofien von raumlichen Ande-
rungen der Bewegung f und der Temperatur 4 abhingig sein miissen. Die einfachsten
Stoffgesetze, die diese Annahmen erfiillen, definieren das thermoelastische Material
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T' = T(fv F,O),
e = ¢(f,F,0), (8.7)
g = -K(f,F,0)Grad#,

wobei 7 und K die Tensorfunktionen und ¢ eine Ska,la.rfuﬁkton ist.

Wir haben hier zwei zusitzlichen Annahmen gemacht. Erstens haben wir angenommen,
daB T, ¢ und g von materiellen Koordinaten und von der Zeit nur indirekt abhéngig
sind. Diese Annahme bedeutet z. B., daf das Material homogen ist. Zweitens ha-
ben wir die Abhingigkeit vom Temperaturgradienten nur im Warmefluf§ ¢ gelassen.
Diese Annahme ist physikalisch nicht notwendig, jedoch werden deswegen die weiteren -
Uberlegungen wesentlich vereinfacht. '

- 2. Réumliche (Eulersche) Beschreibu-ng. Wir suchen jetzt die Felder der Massen-

~ - dichte _
e = Q(z7t) ’ TE Bt) (58)
des Géschwindigkeitsvektors
' v =v(=,t), , (5.9
und der Temperatur
0=0(x,t), 6>0. (5.10)

In dieser Beschreibung wird die Bewegvungsfunkt‘ion f nicht gesucht. Die Trajektorien
konnen riickwirts gefunden werden, wie wir es im Kapitel 3 gezeigt haben. Dennoch

- erfordern viele Prozesse, die in der Praxis auftreten, diese zusitzliche Integration nicht.

Das ist meistens der Fall, wenn wir die klassischen Fliissigkeiten modellieren. Es folgt,
daB wir den Deformationsgradient F' auch nicht zur Verfiigung haben. Folglich kénnen
wir die Beziehung (5.3) nicht benutzen, und die Massendichte muB aus der Feldgleichung
gefunden werden. Die lokalen Bilanzgleichungen, die wir in diesem Fall zur Verfiigung
haben, wurden ausfiihrlich im Kapitel 4 erértert. Wir haben |

o p+pdivv=0, (Massenbilanz) o (5.11)
o pp=dive, o = o(z,t), (Impulsbilanz) - (5.12)
e ol =0, (Drallbilanz) (5.13)

o pé+divg=spoL”, c=¢(z,t), q = q(x,1), L= grad v (5.14)
(Bilanz der inneren Energie).

Die Gln. (5.11), (5.12) und (5.14) wiirden in die Feldgleichungen fiir o, v und 6 umge-
wandelt werden kénnen, vorausgesetzt, daf wir konstitutive Gleichungen fiir die Gré8en
o, € und g vorgeschlagen hitten.

Wir untersuchen wieder ein Beispiel eines Werkstoffes, dessen Definition durch die fol-
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genden Beziehungen entsteht

U = Z(z, g’”"L’o)’ : .
e = e(z,o,v,L,0), ’ , ~ (5.15)
q = —«k(z,0,v,L,0)gradd.

Dieser Stoff wird eine wirmeleitende viskose Fliissigkeit genannt.

5.2 Materielle Ob jekfivit?a't

Die Transformation. _
=0z +c, 0T = 0", 0" =0"(t), ¢ = c*(t) (5.16)

spielt eine sehr wichtige Rolle bei der Vereinfachung der konstitutiven Gleichungen. Es
wird angenommen, daf§ diese Transformation nur insofern-die konstitutiven Gleichun-
gen indern kann, wie es durch die Anderung der Raumkoordinaten der Vektoren und
Tensoren erforderlich macht. ,

Im Fall der Beziehungen (5.7) werden die materiellen Koordinaten nicht beriihrt und
die materielle Objektivitit bedeutet, da$ die konstitutiven Gleichungen nach der Trans-

~ formation (5.16) die folgende Gestalt haben sollen

™ = T(f,F,07), T =0T,
e = (f,F,07), e =e, (5.17)
¢ = —-K(f",F*,6*)Grad0*, q*=gq,. ' '
, [f=0"f+c", F*=0O"F, 60" =6 - (5.18)
und die unverinderten Funktionen 7~ , € und K.
Es folgt

T(0°f + ¢*,0°F,0)=0"T(§,F.0), |
e(0°f +c*,O°F,0)=¢(f,F,0), (5.19)
’C(o*-f+C*7O*F70)=K,:(f,F’0)) :

fiir alle orthogonalen Matrizen O und alle Vektoren c*.
Es ist einfach, die Losung der Gln. (5.19) herauszufinden. Im Fall O* = I gilt
o T(f+c,Fi6)=T(f,F,0) | (5.20)

fir alle Vektoren c*. Ahnliche Beziehungen gelten fiir die anderen zwei Funktionen.
Offensichtlich miissen dann diese Funktionen von f unabhéngig sein:

T =T (F,0), e =¢(F,0), ¢ = —K(F,0)Grad®. (5.21)
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Nach (5.19) soll nun die folgende Bedingung erfiillt werden
‘ T(F*,0) = O*T(F,0)

e(F*,0) = ¢(F,0) ‘ (5.22)
K(F*,0) = K(F,0) :

Nehfnen wir an, daB lokal an einer bestimmten Stelle die Drehung der Koordinaten mit

dem Drehanteil des Deformationsgradienten F {ibereinstimmt

OTXR , F=RU. : (5.23)

Diese Beziehung mu8 man als die Gleichheit zweier Matrizen verstehen, weil tensori-

~ell O” die Drehung der rdumlichen Bezugssysteme und R die Drehung der Raum-

koordinaten beziiglich materieller Koordinaten beschreiben. Deshalb haben wir die
Gleichung mit dem Stern bezeichnet (O}, = Rixéky!). Es folgt

T(U,0) = R'T(F,0) = T(F,0) = FT(C,0)
e(U,0) = (F,0) = e(F,0) = &C,90) (5.24)
K(U,0) = K(F,0) = K(F,0) = K(C,0)

- Wir lassen den Strich weg, um die Bezeichnungen nicht zu komplizieren; Es<gilt dann

T = FT(C,0), |
e = ¢C,0), ‘ ' (5.25)
qg = —K(C,0)Gradé. ' '

Das ist die endgiiltige, materiell objektive Gestalt der konstitutiven Gleichungen
fiir das thermoelastische Material.

- Betrachten wir jetzt die Beziehungen (5.15). Wir haben

o = X(z*o*,v*,L*0%), o* = 0007,

e = e, 0% v, L",07), . & = €, (5.26)

¢ = —k(z", 0" v",L",0%)grad"0*, ¢ = O%q,
z = O'z+c, ot = o, : '
v* = Ovw+0'z+c*, L* = 0'Lo*T + 0"0"7T, (5.27)
& = 4, grad*0* = O*(gradf).

Diese Beziehungen fithren zu den folgenden Gleichungen

X(0"z +c*, 0,0 + O*z + ¢*,0°LO*T + 0* 0T, §) =
= 0"3(z,0,v,L,0)0T, |

e(0O*z + ¢, 9,0 + Oz + ¢*,0°LO*T + 007, 9) =
= ev(:c, 0,v,L,0), ,

&(O*z +¢c*,9,0™v + Oz + ¢*,0"LO™T,9) =

= O*x(z, p,v,L,0)0™T, : :

(5.28)
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fiir beliebige zeitabhingige orthogonale Matrizen O* und beliebige zelta.bhang1ge Vek-
toren c*. Die Wahl von ¢*

c'=-0"z (5.29)

. zeigt, daB dlese Funktionen nicht von # abhingig sein kénnen. Folglich mu$f auch die
Abhanglgkelt von v verschwinden. Die Zerlegung

L=D+W ' (5.30)
und die Wahl der orthogonalen Matrix O*

| W = -0T0* A (5.31)
beweist, daB d1e Abha.nglgkelt von W unméglich ist. Schlielich bleiben die folgenden
Beziehungen

- X(¢",D",8) = 0*2(9,'13,0)0*’-’,
e(e*,D",0) = e(e,D,9), - (5.32)
k(o*,D*,0) = O*k(p,D,0)0T.

Offensichtlich sind die konstitutiven Funktionen in dieser reduzierten Form immer noch
von raumlichen Koordinaten (Beobachter) abhingig. Diese Abhingigkeit folgt nicht
nur durch Abhéngigkeit der Tensorkoordinaten von X und &, sondern auch durch die
Anwesenheit von D in den Argumenten. Man kann das besonders deutlich bei der
Skalarfunktion e sehen. Es wire nicht der Fall, wenn D nur durch die Invarianten

I°P=spD, II°= %(ID —spD?), III® =detD (5.33)
~ in der Skalarfunktion e aufgetaucht ware
= e(p,IP, IIP, I11P, 6) (5.34)

und die Tensorfunktionen isotrop wiren

o = 211+ 2:Z-D + 23D2,

. (5.35)
q = —(k I+ &yD + k3D?*)grad g

wobei ), ¥;, ¥3, K1, K2, k3 Skalarfunktionen von der selben’ Variablen wie in (5.34)

abhingig sind. Die hoheren Potenzen von D erscheinen nicht wegen des Hamilton-

~ Cayley Theorems ‘
: D? IDD'~’+IJDD IIIDI o (5.36)

das D® und a]le hoheren Potenzen von D durch D, D? und Inavarianten von D aus-
zudriicken gestattet. - :

Die Ergebnisse (5.34), (5.35) zeigen, daB das Objektivité,tsprinzip gemeinsam mit den
konstitutiven Funktionen (5.15) nur die isotropen Fliissigkeiten zuls8t. In Zusammen-
hang mit dem Objektivitatsprinzip soll man betonen, da$ die allgemeine Giiltigkeit die-
ses Pr1nz1ps in Frage gestellt wurde. Ende der sechzxger Jahre wurden einige Arbelten
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von I. Miiller (TU Berlin) verdffentlicht, in denen er mit Hilfe der kinetischen Theorie
der Gase bewiesen hat, da das Prinzip nur eine Naherung ist. Die zusatzlichen ma-
teriell nicht-objektiven Glieder in konstitutiven Funktionen folgen in Beispielen von
I. Miiller aus der Anwesenheit der nicht-inertiellen Anteile der Beschleunigung auf der
Mikroebene der Beschreibung. Fast zwanzig Jahre spater haben I. Miiller und K. Wilm-
anski gezeigt, daB die Bedingungen der Objektivitit und der Inkompressibilitit wider-
spriichlich sein kénnen. Dennoch beweisen die GréBenordnungsabschitzungen, daB das
Prinzip normalerweise eine sehr gute makroskopische N dherung ist.

- 5.3 Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Wir haben schon angedeutet, dafl der zweite Hauptsatz durch eine Forderung fiir die
Entropiebilanz (4.77) entsteht. An einem reguliren Ort eines Korpers fordern wir die
- folgende Gestalt des zweiten“Hauptsatzes:

o sind die konstitutiven GroBen;
2. Diese GroBen erfiillen die Bilanzgleichung

1. Die Felder der Entropiedichte 5, des Entropieflusses h und der Entropieproduktion

| a) 'QD%Z} +Divh=0 in ma,terié]ler Beschreibung,
- , ~ (5.37)
b) en+divh=0¢ in réumlicher Beschreibung.’

3. Fir alle Felder, die die F eldgleichungen erfiillen, ist die Entropieproduktion nicht-
negativ :

o> 0. . (5.38)

Wir vernachlissigen die Fille mit dem Strahlungsglied: s = 0.

Beispielsweise sollen die Werkstoffe, die wir friiher definiert haben, die folgenden Be-
- dingungen erfiillen:

o thermoelastisches Material:

n=7(C,0), h=—-H(C,6)Grad 9,

677 .
— >
145} ot +D1Vh O,

(5.39)

fiir alle C und 6, die die Losungen der Feldgleichungen sind;
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_e warmeleitende viskose Fliissigkeit

n = n(e, IP,IIP,I117,0),
h = —(aI+x2D+ x3D*)gradf

o | (5.40)
Xa' = Xﬂ(g’ID’IID’IIID,0)7a=172137 ‘

on+divh >0

fur alle g, D und 0, die die Losungen der Feldgleichungen smd

Im Zusammenhang mit der Gestalt des zweiten Hauptsatzes werden bis heute heftlge
Diskussionen gefithrt. Mindestens werden die folgenden Fragen gestellt:

o existieren die Entropie und der Entropieflufl aufler dem sogenannten thermodynami-
schen Gleichgewicht,d. h. fiir o # 0,

o welche physikalische Bedeutung haben diese Groflen in solchen Unglelchgewmhts-
zustinden, _

o welche Gestalt soll der zweite Hauptsatz ha.ben, wenn die sogenannten Gedachtnis-
effekte erscheinen, d.h. wenn die augenblicklichen Geschehnisse von der Geschichte
des Prozesses abhéngig sind.

Sowohl diese Fragen als auch viele andere haben bis jetzt keine zufriedenstellenden
Antworten gefunden. Im Rahmen dieses Vortrages wollen wir diese Grundlagen der
Kontinuumsthermodynamik nicht erérten. Wir zeigen, dafl die Ungleichung (5.38) zu- |
sammen mit Bilanzgleichung (5.37); oder (5.37); hinreichende Ergebnisse herstellen,
wenn es sich um die praktisch wichtigsten thermodynamischen Modelle handelt.

~ Das systematische Verfahren zur Auswertung des zweiten Hauptsatzes wurde in den
sechziger Jahren entworfen. Wir folgen hier der Methode, die von 1. Miiller vorgeschla-
gen wurde und in dem Satz von I-Shi-Liu (1973) den Hohepunkt erreicht hatte. Den
Satz selbst kann man in Nachschlagewerken finden. Wir skizziern hier das Verfahren,
~ohne die mathematischen Grundlagen zu beriihren. ' |

Nach dem dritten Punkt des zweiten Hauptsatzes mufl die Ungleichung

0022 = +Divh >0 in materieller Beschreibung

on+divh >0 in riumlicher Beschreibung (5'41)

fir alle Losungen der Feldgleichungen identisch erfiillt werden. D1e Anwendung der
konstitutiven Gleichungen fiihrt zu:

2 (sp ggc + 230) _ Gradf - DivHT —

—spH(Grad ® Grad)0 >0,
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oder, in Lagrangeschen Koordinaten,

. Bn ; 617 : 6Haﬁ 60.75 69
& (aca,, Cas + ?9750) T 3C; 90X, 0%,
dHos 00 09 - 5% |
_— - —_—
90 0X.0X,  “ox.x, ="

(5.43)

fir das thermoelastische Material, und

On. On o On o 8 . By
a /. T4 —
"(ag"+aIDI tom! t o + 5
—grad 0 - div k7 — sp k(grad @ grad )@ 20,

(5.44)

oder, in Eulerschen Koordinaten,

0 (Z—Z@ + 56171) Iy 6?;’,) 1P 4 ~os Z’}D IIIP + ggo) -
6nk, ag 69 afckz 6Dm,, a6 6@; 89 69.
00 021,0z; ODpy, Oz Oz, 08 Ozf 0z
0%6 >0 -
Oz 0z; — °

(5.45)

=Kkl

mit

&= x1l+ x2D + x3D?, (5.46)
fir die wirmeleitende viskose Fliissigkeit. 4
Die Beschrankung der Giiltigkeit dieser Ungleichungen auf die Losungen der Feldglei-
chungen bedeutet, daf wir die Lésungen der Ungleichungen mit Zwangsbedingungen
suchen. Der Satz von Liu erméglicht diese Zwangsbedingungen — die Feldgleichungen
— mit Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatoren zu eliminieren. 1-Shi-Liu hat die Exi-
stenz dieser Multiplikatoren als konstitutive Funktionen bewiesen.

Diese Bemerkung bedeutet, da8 im Falle des thermoelastischen Materials die Unglei-
chung ' ' :

(go—g% + Div h) — A .' -(90‘9_” ~ Div T) —A° ( % , Divg —sp TFT) >0 (5.47)

ot 205
mit
e = ¢C,0),n=9(C,0), T = T(C,0),
q = —-K(C,0)Gradd, h = —H(C,0)Gradd  (5.48)
A = AY(C,0,Grad?d), A* = A%(C,0,Grad?) ‘

fir beliebige Felder f und § gelten muB. Der Vektor A” und der Skalar A bezeichnen
die Lagrangeschen Multiplikatoren. '



99

Ahnlich erhalten wir fiir die wirmeleitende viskose Flissigkeit
(e + div h) — A%(9+ pdivv) — A® - (0 — dive) — A°(pé +divg —spo L) > 0 (5.49)

" mit

e = e(p,IP,1IP,I1IP,90),
7 = n(e P11, 1117, 6)
o = 3,1+43%,D+%:D?,
Y. = Zu(o,IP,1IP,II1P,0), a=1,2,3
g = —(kI+ kD + k3D*)grad 9, ‘ '
ke = Kq(0,IP,IIP 1117 0), ea=1,2,3 (5.50)
h = —(xiI+x2D + xsD*)gradd, A
Xe = Xal0 P, 117, IIID,B)'a a=1,2,3
A* = A%(p,IP,IIP,IIIP,0,grad ),
At = Ae(p,IP,I1IP 1117, 0,grad6)
A = A%(o,D,grad8) = A(e, IP,1IP,I11P,6)grad 6.

Die letzte Identitit folgt aus dem Objektivitatsprinzip. Das selbe Prinzip fordert,
da8 die Multiplikatoren A und A® von grad § unabhéngig sein miissen. Wieder mu8 die
Ungleichung (5.49) rmt den konstitutiven Beziehungen (5.50) fiir beheblge Felder 0,
v und @ gelten.

Die Auswertung dieser Unglelchungen stellen wir in den folgenden Kapiteln 5.4 und 5.5
dar.

5.4 Thermodynamlk des thermoelastlschen Mate-
rlals |

Wir untersuchen nun die Ungleichung (5 47) mit den konstltutxven Beziehungen (5 48)
Es ist einfacher, im Koordinatensystem zu arbeiten

(a" A@) ¥ (ah“ - Ac%) 4 ATy oo

a ") T \ax, " ax, |
Ovr, : ' "
—AZ (QOF:'_ Tka,a) > 0. (551)

Die Anwendung der Beziehungen (5.48) fiihrt zur Ungleichung

0 0 .
fo ( 7 — A€ 2 <+ —AEF;:Tkp) Cag + 0o (077 ' AC%) 60— -

0Cap 9Cap 00 00
(OHap  ,0Kap) 00 Lo
(T2~ V552) 3, = (es ~ M e g - (32

0
_Av (QO%.— Tlca,a) foutl 0
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wobei wir die folgende Identitit benutzt haben

sp TFT = sp (TFT)F‘TF.T =sp(TFT)D = (5.53)
3pTFTFTCF' = p F'TC = TyoFre = LF5 TisCap 4

die aus der Drallbilanz (5.5) folgt. E

Die Untersuchung der konstitutiven Beziehungen erweist, dafl die Ungleichung (5.52)
beziiglich : ' '
' 0% Ou

0X.0Xp Bt

linear ist. Andererseits mu sie fiir beliebige Felder gelten; diese zwei Eigenschaften
zusammen fiihren zu den Bedingungen '

Cap, b,

AL = 0, ' ‘
Oe 1 Oy
Thva = 200Fip (00,,,3 - K;BC,,,@) ) v
oy AS 3 | (5.54)
06 06’

H(aﬂ) = %(chﬂ + 'Hpa) = A’K:(aﬂ) = %A’("Caﬂ + K:pa) .

Wir nehmen an, da die beiden Matrizen H und K symmetrisch sind. Dann gilt die
letzte Bedingung fiir vollstindige Matrizen. Es bleibt die folgende Ungleichung

. <0, . (5.59

die die folgende explizite Gestalt hat

0A° 8C,; OA° 80 . oA &0 )
: o < .
(60,5 9X, T 6 ox. T 3 ) OXO,@XB) %S0 (5.56)
- 5X5
Offensichtlich ist diese Ungleichung linear beziiglich
0C,s 0%
0X,’ 8X,0Xs’
Es folgt. - ' . e '
: OA¢ [ 00
c = A® —_— =] < .
w=n0), G () <o, (5.57)
womit die urspriingliche Entropieproduktion explizit vorgeschrieben ist
OA® [ 00 _ OA® '
= = 50 (‘37(:%) = —Wsp K:(Gra,da & Gra.d@) . (5.58)




61

Das Minimum dieser Funktion ¢ = 0 definiert denvthermodyna‘mischen Gleichge-
wichtszustand. Im Fall des thermoelastischen Materials ist dieser Zustand durch eine
einzige Bedingung

Grad6=0 = ¢=0= h=0 =~ (5.59)
bestimmt, vorausgesetzt, daB die Wirmeleitungsmatrix XC nicht-singular ist.
det KC #£ 0. | (5.60)

 Die Bedingung (5.57); zeigt, daB A° dieselbe Funktion in Gleichgewichtszustinden ist,
wie im Falle ¢ # 0. Die klassische Gleichgewichtsthermodynamik enthalt die folgende

Gleichung " 1‘ 5
n € ‘
— == .61
. % =200 >0 (5:61)
wobei § die absolute Temperatur bezeichnet. Nach (5.54)3 gilt deswegen 4
| A= % | (5.62)
Nun kénnen wir alle Ergebnisse zusammenstellen .
o .
g = ’l/) - o-aa—g ’
= - ' 5.64
T 2QOF6C LA ‘ ( ) ’
h = %q, ' (5.65)
o = %q . grgdﬁ >0 = K- posifiwdeﬁnit y - (5.66)
wobei :
Yi=¢— 6n =¢(C, 0) y - (567) |

die sogenannte Helmholtzsche freie Energie ist. Besonders wichtig ist das Ergebnis
(5:64). Es beweist, daBl der zweite Hauptsatz das Problem der konstitutiven Gleichungen
fir den Spannungstensor zu einer skalaren konstitutiven Gleichung fiir 4 vereinfacht.
Die Thermodynamik gibt keinen Hinweis, wie diese Gleichung aussehen sollte, aber
diese Aufagbe ist selbstverstindlich nicht so anspruchsvoll wie sechs Gleichungen fiir T
zu finden. '

Das zweite wichtige Ergebnis (5.65) ist in der lteren Literatur héufig von Anfang an
angenommen. Dann wird die Ungleichung (5.39) die Clausius-Duhem-Ungleichung
genannt.Die Verallgemeinerung stammt von I. Miiller, der auch einige Beispiele erértert
hat, bei denen diese Gestalt der Ungleichung nicht richtig ist.’ L

Die Bedingung (5.59) fiir den Gleichgewichtszustand deutet an, daB Grad 6 allein ent-
scheidet, ob ein Zustand zu einem thermodynamischen Gleichgewicht gehért. Offen-
sichtlich ist die freie Energie ¢ eine Gleichgewichtsfunktion, weil sie von Grad 6 un-
abhéngig ist. Folglich werden auch die Entropie, die innere Energie und der Span-
nungstensor Gleichgewichtsfunktionen. Praktisch bedeutet das, daB man diese Funk-
tionen nur bei Abwesenheit des Temperaturgradienten bestimmen muB, was eine we-
~sentliche Vereinfachung verursacht. - ' ‘
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SchlieBlich zeigen wir noch eine kompakte Form der Gln. (5.63), (5.64), die bei einer
' Transformation der konstitutiven Variablen eine wesentliche Rolle spielt. Wir haben

dp = de—0dy—ndd =

Y o
= 550 +sp5EdC =

= —17d0,+sp—1;F*‘TdC,
" 200

und wir erhalten

dn = ; (ds —sp 2—2;F"1Td0) ‘ (5.‘68)
Dieses Ergebnis nennt man die Gibbssche Gleichung. Sie ist die Grundlage der
ganzen Gleichgewichtsthermodynamik der thermoelastischen Werkstoffe. Die Gestalt’
dieser Gleichung hangt freilich von konstitutiven Annahmen ab und sie wird deswegen
unterschiedlich fiir verschiedene Werkstoffe ausfallen.

Sehr hiufig wird behauptet daB die Gl. (5.68) der zweite Hauptsatz der Thermodyna-
mik selbst ist. Unsere Uberlegungen haben bewiesen, daf der zwelte Hauptsatz mehr
Informationen ergibt als die Gibbsche Gleichung allein.

5.5 Thermodynamik der wirmeleitenden viskosen
Flissigkeit | |

~ Die Ergebnisse fiir diesen Fall lassen sich emfa,cher herleiten, wenn wir die Beziehungen

des Kapitels 5.2 vorliufig nicht vollstindig benutzen. Wir lassen némlich die beliebige
Abhéngigkeit von D zu. Nach (5.49) erhalten wir

On . O€ . On e O\ -
(ag A ag‘A)"+SP(aD AQBD)D+
+sp (Ao — A%I) D + '

on .. O v
+(80 A 30)0 A (g'v—dwa)——
—sp (x — A°k) (grad ® grad ) —
—(dive — A°divk) - grad4 > 0,

(5.69)

wobei '
X = XII +‘X2D + _X3D2 'y (570)

und wir die Symmetrie des S'paﬁnungstensors o benutzt haben.
Die Ungleichung ist linear beziiglich

0,D,0,v,(grad ® grad )6 ‘ | - (5.71)
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und aus dem selben Grund wie bei den thermoelastischen Werkstoffen erhalten wir

g(-g—z —}A’Z—Z) = Ae, (5.72)
0 e 05 _

BN = 0 67)

%—A’—g% = 0, ' - (574)

A” = 0, | C (5.75)

X = Ak. (5.76)

- Es bleibt die folgende Ungleichung_

sp (Ao — A%oI)D + (grad A®) - ¢ >.0 (5.77)
Gleichzeitig
OA°  OA° 9p 0A® 0D,,, OA° 96 0Ac 9%
= . 5.78)
Oz OJo Oz + 0D,.. Oz + 00 Oz + a(g_;)'azkaz, (5.78) ‘
~ Die Ungleichung (5.77) ist infolgedessen linear beziiglich
| do 9D,. &0
= 5.79
Oz’ Ozy ’ Ozil0x (5.79)
und wir erhalten : ‘
' A® = A%(9). - (5.80)
In diesem Fall ist die Entropieproduktion durch die Formel gegeben
' dA®
. 0 =5sp(A°0 — A%I)D + A gradf >0 (5.81)
- die ihr Minimum o = 0 erreicht, wenn gleichzeiﬂig
D=0 und grad 0 =0. ‘ (5.82‘)

Dann ist die Beziehung (5.74) identisch mit der entsprechenden Beziehung der Gleich-
gewichtsthermodynamik, vorausgesetzt : '

A® = (5.83)

D -

Dieses Ergebnis gilt nicht nur im thermodynamischen Gleichgewicht, sondern auch fiir
D und grad 4, die die Bedingung (5.82) nicht erfiillen. Das ist die Folge des Ergebnisses
(5.80). Mit Hilfe der Helmholtzschen freien Energie

bi=e—by ; (5.84)
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lassen sich die Beziehungen(5.72-5.76), (5.81) folgenderweise schreiben
A= _L0¢ oY

I — = e — =% — 5.8

0 ag ) 77 60 ) € ¢ 989 ’ ( 5)

b=¥e), | (5.86)

X=3K= (sI+ k2D + k3D?) = h = 59 - (5.87)

sp (a + gz%g—I) D+ %sp K(grad  ® grad§) > 0, (5.88)
o\ | -

2= >0. 5.89).

sp\(a-l—gagI)D_O - . (5.89)

Offenbar folgt die Bedingung fiir & positiv definit zu sein, nicht aus der Ungleichung
(5.88), wenn & von D abhingig ist. Wir erhalten nur

sp k(D = 0)(grad ® gradf) > 0. ' " (5.90)

~ Die wichtigste Beobachtung in unserem Fall ist, da8 die Spannung o im Gegensatz zum

thermoelastischen Material nicht die Ableitung der freien Energie 9 ist.

- Untersuchen wir jetzt die Ungleichung (5.89). Offensichtlich hat die Funktion

sp (0' + é2%1> D , (5.91)
Op :

das Minimum im thermodynamischen Gleichgewicht: D = 0, gradd = 0. Notwendi-
gerweise mufl dann gelten ' :

| a—aﬁsp (a + 92%51> D| Do =o(D=0) + 92%‘?1 —0. (5.92)
" Das bedeutet, da8 die Gleichgewichtsspannung o(D = 0) |
7D =0) = —ple,0)1 = 21, (5.93)
ein Potential hat. Den Rest der Spannung fiir das Ungleichgewicht
V(e:D,6) := o(¢, D,6) + p(e, )1 - (5.94)

nennt man héufig die viskose Spannung. Nun 18t sich die Ungleichung (5.89) in der
Gestalt schreiben - ‘

spVD2>0. (5.95)
Die linke Seite beschreibt die Leistung der viskosen Spannung und die Ungleichung
bedeutet, daB diese Spannung die Arbeit der duBeren Krifte benétigt (dissipiert),
wenn der Geschwindigkeitsgradient nicht verschwindet.
Von besonderer praktischer Bedeutung ist die lineare Theorie

V=MPI1+2uD,d. h. 8, = —p(0,0) + A(o,0)I7,

(5.96)
Xy = 2u(e,0), ¥3=0. -
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Diese Fluss1gke1ten werden Navier-Stokes-Fourier Fliissigkeiten gena.nnt Nach
Unglelchung (5. 95) '

AP% 124 spD?>0. ' (5.97)
Es folgt nach einfacher Rechnung

p=>20,3242u2>0. (5.98)

Das sind die klassischen Duhem-Stokes-Bedingungen.
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6 Werkstoffe mit inneren

Zwangsbedingungen

Die bisherigen Uberlegungen beruhen auf der Annahme, da8 ein Kérper beliebige Be-
wegungen zulaBt. Sehr hiufig bedingen Besonderhelten des Gefiiges Beschrankungen
der Bewegungsfreiheit. Durch diese Zwangsbedingungen lassen sich einige Probleme
einfacher 16sen, als es der Fall mit der vollstindigen Unabhingigkeit der Verzerrungs-

- komponenten wire. Solche Beispiele, wie Inkompressibilitit oder Undehnbarkeit der

Fasern bei faserverstirkten Werkstoffe, beweisen, daB die praktische Anwendung der
Zwangsbedingungen von grofier Bedeutung ist.
Wir untersuchen hier nur die kinematischen Zwangsbedingungen. Die thermischen Be-

- schrankungen wurden auch teilweise untersucht, aber die thermodynamischen Grund-

lagen erwecken in diesem Fall immer noch einige Zweifel.
Die einfachste mechanische Zwangsbedingung ist durch eine skalare Funktion dargestellt

VF: J(F)=0. o - (6.)

Die materielle Objektivitit verlangt, daB diese Funktion nur von dem Streck U, oder
gleichwertig von dem Cauchy-Green-Verzerrungstensor C abhingig sein kann

VC:‘J(C’)=0. - ©(62)

Ein beliebiger ‘Zeitverla,uf der Verformung mufl dann die Bedingung

j(C):spg—gC.—2 sp( ggFT)D=O. A(6.3)

fiir alle zulissigen Verzerrungsgeschwindlgkextstensoren D erfiillen.

Wir untersuchen nun die thermodynamischen Bedingungen, die aus dem zweiten Haupt-
satz fir thermoelastisches Material in Lagrangescher Beschrelbung folgen.Die grundle-
genden Gleichungen haben die Gestalt

0
go—v =DivT

gt | (6.4)
Qo7 + D1vq =spTFT =sp (TFHD, :
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wobei wir die Symmetrie des Tensors TFT benutzt haben. Die konstitutiven Gleichun-
gen in der materiellen objektiven Form werden in folgender Gestalt angenommen

T = FT(C,0),
e = ¢C,¥0), | (6.5)
qg = —-K(C,0)Gradd. '
" Der zweite Hauﬁtsatz beruht auf der Entropiegleichung .
002! + Divh >0 | | (6:6)
ot : _
mit ~ | | S
| n=n(C,0)  und = %. | (6.7)

Die letzte Beziehung kann man leicht beweisen, wenn wir die konstitutive Gleichuhg
fir h in der Form (5.39), Kapitel 5, zulassen. Wir tun das nicht, um die wesentlichen

Punkte, die mit Zwangsbedingungen zusammenhingen, im Auge zu behalten.
Es gilt’ _ ' :

2o (%% - A’-g—;) -66_3 + sp (2goF-§—Z;FT - A‘2goF—§—é-FT+
+ ATFT — A7 2Fg—gFT) D+ | - (6.8)
i (% - A’) Divg -—'alzq Grad8>0
'wvobei A7 Lagrangescher Multiplikator fiir die Bedingung (6.3) ist ~
AT = A7(C,0) S (6.9)

und die Uhgleichung (6.8) fiir beliebige Be’wegungén (ohne Zwangsbedingungen!)
- und beliebige Temperaturen gelten soll. Wir erhalten
L | | (6.10)

A =5 |
_ oy | '
n=-2g =¥~ 30 ‘ (6.11)
o-n= 291«*%#, (6.12)
- spK(Grad 8 ® Grad ) > 0 ' (6.13)
»wobei |

¥ = e—Tn=y(C,0) | - (6.14)

e Lppr ,_ o
= JTaF » 0= . (6.15)
n = pF-lFT, pi= 2-€A‘7. . ‘ (6.16)

ocC J
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Offensichtlich ist die Cauchysche Spannung o vollstindig durch die freie Helmholtzsche
Energie nicht mehr bestimmt. Der Tensor n, den man die Zwangsreaktionsspan-
nungnennt, folgt weder aus der konstitutiven Gl. (6.14) noch aus der Zwangsbedingung
(6.9) allein. Die Gl. (6.16) 148t den A7-Multiplikator unbestimmt, was gleichzeitig auch
den Koeffizienten p unbestimmt 148t. Diese Eigenschaft erleichtert die Bearbeitung ei-

niger Probleme, die wir am Anfang dieses Kapitels angedeutet haben. .
Die Gl. (6.3) fiihrt zur Bedingung '

spnD =0. B ' (6.17)

Das bedeutet, daB die Reaktionsspannung fiir eine reale Verformung keine Arbeit leistet.
Auch die Bedingung (6.13) wird durch Zwangsbedingungen nicht modifiziert. Es folgt, -
daB diese Bedingungen nicht-dissipativ sind. o

Im Fall mehrerer Zwangsbedingungen

VC: JO(C)=0,a=1,...,a - - (6.18)
folgt fiir die Reaktionsspannung
a aj(a) . ’ .
_ ()Y T ,
n= E p¥F BC-F , , (6.19)

mit p(¥ a=1,..., a, unbestimmten Koeffizienten.
Beispiele: :

1) Das Material wird inkompressibel genannt, wenn es nur die isochore Bewegung
zulaft: '

J(C)=(det F)2  —1=detC —1, (6.20)
Das heit | : |
9T _ ctdetc -1 FT
3" etC=>n = pF(C™ detC)F" = _
= pF(FTF)'FT (6.21)
= pFF'p-TFT |
= pl.
Folglich ist : .
‘ n=—pl, p:=—p (6.22)

“und p ein beliebiger Skalar. Das ist das bekannte Ergebnis von Poincaré, daB die

Spannung im inkompressiblen Material mit einer Genauigkeit bis auf einen unbekannten
Skalar p aus der Bewegung folgt. ' :

2) Die Undehnbarkeit in der materiellen Richtung K mit |K| = 1 wird durch

~ die folgende Funktion beschrieben

J(C)=(FK)-(FK)-1=K-CK -1, . (6.23)
Es folgt
0T T
56=K®K=>n=pF(K®K)F , (6.24)
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d. B | FK FK\

3 e | —— bt-— 2., .25
" N(IFKI)®(IFK|)’N AFKE. (6.25)

- Dieses Exrgebnis von Adkins und Rivlin zeigt, da8 die Zugspannung N in der Richtimg

der Undehnbarkeit nicht durch die Bewegung bestimmt wird. ‘
3) Der starre Korper ist durch die Undehnbarkeit in einer beliebigen Richtung

definiert. Es bedeutet nach dem letzten Ergebnis, daB der ganze Spannungstensor durch
die Bewegung des Kérpers nicht bestimmt wird. - ‘
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7 Gummiéihnliche Werkstoffe

7.1 Einfiihrung

Nach Entwicklung der geometrischen Grundlagen der nicht-linearen Kontinuumsmecha-
nik am Anfang des XIX. Jahrhunderts wurde hauptsichlich die lineare Verformungs-
theorie erforscht. Die neuen Impulse fiir die Untersuchungen der nicht-linearen Effekte
wurden von der Strémungsmechanik einerseits und von der Gummiindustrie anderer-
seits in den vierziger Jahren unseres Jahrhunderts gegeben. Gummi und gummishnliche
Kunststoffe sind bis heute die wichtigsten Anwendungen der nicht-linearen Elastizitéts-
theorie. In diesem Kapitel wollen wir einige Beispiele darstellen, die in diesem Zusam-
menhang erforscht wurden. :

Wir untersuchen nur isothermische Prozesse in einem isotropen Werkstoff. Die An-
nahme der konstanten Temperatur gibt verhaltnismaBig schlecht die Vorginge im Gum-
mi wieder. In diesem Zusammenhang sollten die Ergebnisse dieses Kapitels nur als eine
grobe Naherung betrachtet werden. | :
Die materielle Isotropie bedeutet, dal Materialeigenschaften unabhéngig von der Rich:
tung in der Referenzkonfiguration sein miissen. Nicht alle gummishnliche Werkstoffe
erfilllen diese Bedingung, jedoch ist diese Annahme sehr haufig sinnvoll.

Unter dieser Annahme folgen alle Materialeigenschaften aus der Helmholtzschen freien
Energie v ' . '

P =y(C), - (1.1)

die die Isotropiebedingung
VH,H" = H™': (C) = y(HCHT), - (1.2)

erfilllen muff. In GL (7.2) bezeichnet H eine beliebige orthogonale Matrix, die einer
Drehung der Materialrichtungen entspricht. Gl. (7.2) bedeutet, daB ¥ nur von solchen
Komponenten der Matrix C abhéngig sein kann, die sich mit der Drehung nicht dndern.
Offensichtlich sind das die Invarianten dieser Matrix. ‘

I°=spC, 1I° =1 ((I°) - sp C?) , III° = det C. (7.3)

Es folgt

¥ =(I¢,IT1I°,I1I°). | (7.4)
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Die Beispiele. die wir weiter betrachten, lassen sich einfacher formulieren, wenn wir den
rechten Cauchy-Green-Tensor B statt C benutzen. Es gilt

I° = spC:spFTF=spFFT =spB =1IP ' = I,
II° = 1((I°)?-spC?) =1 ((IB)* - sp FTFF'F) =
| L (B —sp FFTFF") = 1 ((I®)* =sp B?) = II® I,
III° = detC =det FTF = (det F)? =det FFT =det B = III® =: III,

(7.5)
C=F'F=F'BF = C'=F'B’'F. (7.6)

Nach Gl. (5.64) laBit sich jetzt der Plola-Klrchhoﬁ'sche Spannungstensor folgenderma.ﬁen
schreiben

T = 2@01‘-‘

O '2 e oI N O aII+- o OIII
aCc ~ “®\31ac T a11oC T 8111 oC
Y1 9y -1
= = 7.7
2‘-’°F<az aH(II C)+ g1 1IC” | (1
. o 0 O g2, 0¥ T
= ——III1| F-
20 [(az +6III)B art® *amrt!
Glelchzemg folgt aus dem Cayley-Harnllton Theorem
B*=IB-1I1+IIIB™. e (7.8)
Dann erhalten wir
o= _—IJ—TFT = Sol+$ B+S_, B!, L (1.9)
wobei
Sp = (5}%11+£}”IIII) = So(I,I1,11I),
L% = 295? = (1L 10), (7.10)
Sy = 202111 = S_,(I,I1III),

und die Beziehung (4.49) zwischen Piola-Kirchhoffscher Spannung T' und Cauchyscher
Spannung o benutzt wurde.

Offensichtlich ist eine Helmholtzsche freie Energle '(/), als gegebene Funktion der drei _
Invarianten I,I1,I11, hinreichend, um die Materialkoeffizienten $o,37,3_; zu bestim-
~ men. Sollten jedoch diese: Koeﬁizmnten direkt gemessen werden, ist es niitzlich, sich

die folgenden Eigenschaften zu merken Wenn kB der Eigenvektor des Tensors B ist,
da.nn wird

okP = SokP + (BB + &, ( AB) SO (7.11)
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wobei A2 den entsprechenden Eigenwert des Tensors B bezeichnet. Diese Beziehung -
bedeutet, daf die Eigenvektoren des Verzerrungstensors B mit Eigenvektoren
des Cauchyschen Spannungstensors o iibereinstimmen und die Eigenwerte \°

des Spannungstensors o durch die folgenden Gleichungen wiedergegeben werden /

B
AG)

S, = S(I,ILIII), r=01,-1,

|
‘(:') = 30+§1/\5)+5‘s_1—— 2=1,2,3,

_ | (7.12)
' "\B , \B B » B \B B \B B \B
= Agy e + A IT= g + A6 + 22 26) »

B \B B :

Es ist selbstverstandlich, daB die drei Beziehungen (7.12), eindeutig die konstitutiven
Gleichungen des isotropen Werkstoffes bestimmen. | o
Gummi und viele gummizhnliche Werkstoffe kénnen als inkompressibel betrachtet wer-
den. Wir haben in Kapitel 6 gezeigt, daB die Cauchysche Spannung in solchem Fall
durch die folgende Beziehung gegeben wird

oY

o=-pl+ 29F55FT ,det FF =1 ' (7.13)

wobei p den Druck bezeichnet, der durch konstitutive Gleichung nicht vorgeschrieben
ist. Die freie Energie 1 fiir isotrope Werkstoffe ist dann nur von zwei Invarianten

abhéngig (111 = 1) : :

_ o oy 0,
| Y= ¢(1,‘ I = 36 = W” E{?(,H" C). (7.14)
Es folgt - '
o = ~pI+ %13+S_1B—1 ) ‘ ’ (715) :
mit
P S s o O & 7.16
3 = 2gaI =&, 1), Sy := —2gm =S4 (1, I1). (7.16)

Einen der wichtigsten Sonderfille erhalten wir aus der Gl. (715) unter der zusitzlichen
Annahme der konstanten Koeffizienten & und &_1. Man schreibt dann

o= —pI-HL(%-}-,B)B—u(%—ﬂ)_B'I , 14,0 — konstant| (7.17)
’wobei 1S+
21T e Cx. _ Cx
ﬂ o 2 81 — c\},-l b ll ’f ‘yl "—l . (7’18)
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Den Werkstoff (7.17) nennt man Mooney-Rivlin-Material . Die eﬁtsprechende Helm-

holtzsche freie Energie hat dann die Gestalt

=[G+pU-9+G-HUI-9], | @9

wobei die Integrationskonstante so gewahlt ist, daB ¢ einen Null-Wert im unverformten

- Zustand B = I erreicht. Wenn wir zusitzlich verla.ngen, da8§ der unverformte Zustand

das Minimum der frelen Energie erzeugt, da.nn folgt

NIH

<B<

NIH

Diese Beschrinkungen haben wichtige Folgen fiir Wellenausbreitungsbedingungen, die
wir in dieser Arbeit nicht untersuchen werden. Im Sonderfall B = % definiert (7.17)
neo-Hookesches Material.

Die Anwendung des Werkstoffmodells (7.17) auf dem Gebiet der Gum.tmbeschrelbung
hat eine sehr umfangreiche Literatur (z.B. L.R.G. TRELOAR, The Physics of Rubber

: Ela.st1c1ty, Clarendon Press, Oxford, 1975), die wir hier nicht erdrtern méchten.

7.2 Homogene Verzerrungen

 Wir untersuchen jetzt einige Losungen der Bewegungsgleichungen fiir den statischen

Fall :
' diva =0, (7 21)

mit der Cauchyschen Spannung (7.6) fiir kompresmble Stoffe und (7.15) fiir inkompres-
sible Stoffe.

Beispiele:

1) Isochore Streckung. Der rechte Cauchy-Green Verzerrungstensor B 1st dann
(81ehe (2.18))

X200\ 00 |
B=| 0 + 0 |=2B'= 0 A 0] (7.22)
\0 0 3 0 0 A '
und die Cauchysche Spannung '
| Yo+ NSy + S, 0 0o |
o= / 0 S‘o + %31 + A-g_l 0 , (723)
0 o 0 o + +37 + AS,

mit —p anstatt der So-Funktion im Fall des inkompressiblen Werkstoffes.
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Nehmen wir an, da.B die Seitenwande der Probe nicht belastet werden. Dann kann man
entweder Jo oder p elliminieren

So = — (%sl +33.,) (7.24)
und die Spannungskomponente in der Belastungsrichtung ergibt sich in der Gestalt
K K 1
| g1 = X = /\-A—o = </\2 - X) (3‘1 -— X%_l) B (725)
Abbildung (7.1) zeigt den Verlauf der Kraft K fiir das neo-hookesche Material:
' $1=y=const,\s_1=0éﬁ=%,~ o (7.26)
d.h. ._ ‘ . :
o=-pl+uB. 4 » (7.27)
X
h - phe
[’ .
3 E
2 4
1
: A
1 2 3 L
-1
24 31 = p=const.
3 3_1 =0
—l’-

Abb. 7.1: Verlauf der Kraft K fiir das neo-hookesche Material.
Offensichtlich ist der beliebige konstante Streck A die Lésung der Gl (7.21) mit den
 Randbedingungen, z.B. in der folgenden Gestalt

K
o11lx—0 = Ou1lx=p = )\Ao » O12|x=0 = 013|320 = Or2lxp = Ou13lxop = 0’ (7.28)
‘722|(YZ)ez = ”33|(YZ)ez = al?l(YZ)eE = ‘723|(Yz)ez =0

wobei ¥ die Seitenfliche der Probe bezeichnet.
2) Einfache Scherung. Nach Gl. (2.27) ist

10 0\ 10 0 |
B=|0 1+tan®’yp ¢tanp | , B ={ 0 1 - —tanp - (7.29)

0 taney 1 0 —tany 1+tan’e
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ul;d wir erhalten

Yo+ S + 9 0 0

o= 0 " So+ (1 +tan?p) + S, (S1—S1)tangp ,
-0 ) / (8‘1 - 8‘_1) tan @Y ,80 + (\}1 + %_1(1 + tan2 QO)
: (7.30)
mit
I=1II=3+tan’p, III-—1=>\S‘I‘—J[‘(ta.n <p) (7.31)

firI' =0, 1 —1 im Fall des kompress1blen Materials und S‘o — —p, T = 1,—1 im Fall
des 1nkompre331blen Matenals
Die Schubspa,nnung

12 = y((cz)fc » #(K%) := Sy(k?) — S_4(K?), K :=tangp (7.32)

ist, wie erwartet, eine ungerade Funktion der Scherung £ = (tan ¢). Wenn das Schub-
modul p eine differenzierbare Funktion von « ist, dann mufl jede Abweichung von der
klassischen linearen Theorie mindestens quadratisch in & verlaufen:

| w(k?) = p(k = 0) + o(£?). (7.33)
Wir haben auch . , ] o |
‘_ §Sp0’ = (So + %1 + S—l) + g(gl + S_I)K,Z . (7.34)
~ Die Bedingung ) , .
lir% -gspo" = lin(l)(So +$M+8.)=0 (7.35)

bedeutet deswegen, daf der Grenzfall k — 0 dem spannungsfreien unverformten
Zustand entspricht. Fiir eine differenzierbare Funktion (So+S;+3_;) in der Umgebung

von £ = 0 erhalten wir
o+ S + 4

[im =55 (30
und je nachdem welches Vorzeichen die mittlere Normalspannung hat
’ lspoe  So+ S +95-, A '
'3‘ n2 = Kz + (Sl + 9—1) ‘ (737)

wird die Probe unter Scherspannung entweder expandieren oder kontrahieren. Diese
Eigenschaft nennt man Kelvinschen Effekt!.

Das andere Merkmal der grofien Scherung ist die notwendlge Unglelchhelt der Normal-
spannungen o2; und o3;. Es folgt aus (7.30)

0‘22=0"33=>%1 1—0=>[£ 0 . | (738)

was die ABwesenhelt der Schubspa.nnung bedeuten wiirde. Diese leferenz zwischen
Normalspannungen ist als Poyntingscher Effekt bekannt.

1 “But it is possible that a distorting stress may produce, in a truly isotropic solid condensation or
dilatation in proportion to the square of its value: and it is possible that such effects may be sensible in
India rubber or cork, or other bodies susceptible of great deformations or compressions with persistent
elasticity” (W. THOMSON (Lord KELVIN) and P.G. TAIT; Treatise on Natural Phllosophy, Part I,
Cambridge, footnote to §679, 1867).
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Freilich kann man die beiden Effekte nur bel grofien Verzerrungen sichtbar machen, weil
sowohl sp o als auch oy, und 033 quadratisch in & verlaufen.

Die beiden Beispiele gehéren der Klasse der sogenannten universellen Losungen an.
Das sind alle solche Verformungen, die Loésungen der statischen Bewegungsglelchungen '
ohne sufere Krafte (7. 21) sind und gleichzeitig nicht von materiellen Eigenschaften
abhingen.

Diese Definition fithrt fiir kompress1ble Werkstoffe (7.6) zur Bedingung, daB die Koef-
fizienten von S, 3‘,?1 ,g“;‘l . ggl, .y ?31 7 verschwinden miissen. Wir erhalten 12 Bedin-
gungen fiir 6 Komponenten des Verzerrungstensors B. Zusatzlich muB B eine positiv-

definite und integrierbare Matrix sein. Es wurde von J. Ericksen bewiesen, dafl nur

. homogene Verformungen B = const alle diese Bedingungen erfiillen.

Die Lage ist viel komplizierter fiir inkompressible Werkstoffe. In diesem Fall 1st die -
Spannung durch die Gl. (7.15) wiedergegeben und wir erhalten

— grad p + div (\S‘IB + _.IB"I) = o (7.39)
Es folgt. N
_ rot div (S, B + SuB™1)=0. (7.40)
d.h. ) o | | o
(S1Bu + S1Bi ) um = ($1Bmi + S-1 B} ) ik - {7.41)

Diese Gleichung fithrt zu 12 Bedingungen fiir eine universelle Losung mit der zusitz-
lichen Zwangsbedingung det B = 1. Rivlin hat gezeigt, daB es auBer der homogenen

Losung B = const eine Reihe heterogener und universeller Lsungen gibt, die eine grofle
praktische Bedeutung haben.

7.3 Heterogene Vérzerrungen

Alle heterogenen universellen Losungen fiir das elastische isotrope Material wurden von
J. Ericksen in folgende Familien eingeteilt:

Familie 1: Biegung, Streckung und Scherung eines Blocks.

Es ist giinstig, Zylinderkoordinaten (r,9, z) fiir den Bewegungsraum zu wéhlen (siehe
Anhang). Dann beschreibt die folgende Bewegungsfunktion diese Familie -

zZ

2AX, 9=BY, z= Z-B-——BCY, AB#0,. (7.42)
mit A, B,C konstant. Der Verzerrungstensor B ist dann
/ B B pBrz i %’i 0 o 0
( Bkl) — B B% pd% | - | ) B? . —-B*C ,
Br? Bﬂz Bz 0 __BZC BZCZ + X;ﬁ

(7.43)

= 0 0
(Bi') = | 0 Z+4Bc? a2BiC |.
| \ 0 = A’BC  Ap?
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und
. A2 1 .
I = Bk—-—2-+Bzr2+BzCz+;1—2§;, |
1 2 1
I = -2-[(B,’§)Z—B,’FBL] =7’;-5+ ( +A28202) +A’B?,  (144)
III = 1. ~

Familie 2: Geradebiegen, Streckung und Scherung eines Zylindersektors.

In diesem Fall benutzen wir die Zylinderkoordinaten (R, ©, Z) in der Referenzkonfigu-
ration und kartesische Koordinaten im Bewegungsraum. Die Bewegungsfunktion hat

die Gestalt

" : zZ CO - :
= - 2R? = —— = e e — .
zT= ABR B’ B+AB’ AB #0 (7.45)
mit A B,C konstant Es folgt
o ( 2AB? 0 0
(BH) - 0 '2711; "73_5 )
\ 0 L 14 O ‘
2Az B ' 24z / . (7.46)
( 7257 U 0 .
(Bi') = | "0 24c+B¢c* -BC |,
\ 0 -B*C B? '
und ,
I = E+2AB%:+ (1+C’),
1
II = B? 2 .
(1+C)+2A +2AB2 (7.47)
11 = 1.

Familie 3: Aufweitung, Blegung, Streckung, Torsion und Scherung eines zy-
lindrischen Keils.

Sowohl die materiellen Koordinaten (R,0,2) als auch d1e raumlichen Koordinaten

(r,9,2) werden nun die thnderkoordmaten Die Bewegung ist dann folgendermafien
definiert :

r=VARET B 9=C0+DZ z=EO+FZ, A(CF—_DE): 1. (7.48)
Der entsprechende Verzefrungstensor hat die Form
(£E 0 0 ’
(B) = | 0o &+D? + DF )
\ 0 +DF E 4+ F?
(7.49)
r2
AZR? 0 ’ 0
(Ba') = 0 ~ AXE’+FR?) -AXCE+DFR?) |,
\ 0 —A*CE+DFR? A*C?+ D?R?)
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mit folgenden Invarianten -

| A2R? Cc? E?
I= —+r (1—2;+D2) + '+ =
r¥ . A? \ | | ‘
I = —+ 5 (B + F'R?) + 47 (C* + D*RY) (7.50)
I = 1. | ‘ |

Familie 4: Aufblasen uﬁd Umklappen einer Kﬁgelschale.

-Wir benutzen in diesem Fall die Kugelkoordinaten (R,®,0) in der Referenzkonﬁgura-
tion und (r, ¢, ) in der augenblicklichen Konfiguration. Dann ist ‘

r=(tRP+A4)} 0=40 ¢ =6. (7.51)
" Es folgt )
~ E o0 o B 0 0 |
(BY=10 5 o], (Br*)=| 0 & o (7.52)
0 0 % \ 0 o0 X
und , :
: R4 7.2 ot R2
| I=F+2§5’ I\I=-§4+v2;2—. (7.53)
Familie 5: Aufblasen, Streckung und Scherung eines Zylinders.
Wir benutzen wieder die Zylinderkoordinaten und erha}ten
r=AR, 9=BlogR+C®, z=DZ, ACD=1.  (1.54)
Es gilt dann
A2 AB 0 B%+c? _ rB 0 A
. A2(C2 A2C?
(Bkl) = ( ARE ant—zcz 0 ) ; (B;Il) = ( ~Fier AT;C’" 0 ) - (7.59)
0 0 D? .0 0 e

und » .
I=A"+D*+ A(B*+C%), II=A?[D?+ A%C" + B*D’ + BCY . (1.56)

J. Ericksen hat versucht, alle heterogenen universellen Losungen fiir das inkompressible
elastische Material zu finden. Die obigen fiinf Familien scheinen nach dieser Untersu-
- chung die Méglichkeiten auszuschépfen.

Wir schlielen dieses Kapitel mit einer Analyse eines wichtigen Beispieles.

Beispiel:

Torsion des Zylinders.

‘Dieses Problem gehért der Familie 3 an mit den folgenden Werten der Konstanten

A=1,B=0,C=1,E=0,F =1 (7.57)

d.h. '
r=R9=0+DZ,z2=2. - (7.58)
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O-ffensicilthch bezeichnet nun die Konstante D das Verdrehen des Zylinders.
Die physikalischen Koordinaten des Spannungstensors o (siche Anhang) miissen in
diesem Fall die folgenden Gleichungen erfiillen

9 1
5700 + = (7)) — o) = 0,

10/, 1dp : .
1 P
- -2 — 0.
r Or (ra(,)(z)) 0z ]
wobei
T =0, O =TT, oye) =170, oy = 0. (7.60)
Die zusitzliche Annahme ~ ' :
o)) =0, o)) =0 (7.61)
fordert p = p(r). ‘Es folgt '
O(r)(r) — O(9)(9 d
Tr)r) = = / 0L dr , o5y = 7 (r9eyn) - (7.62)

Mit Hilfe der Beziehung (7.49) kénnen wir nun die konstitutive Gl. (7.15) in der folgen-
den Gestalt schreiben '

: P+S8 4+, 0 0
(o) = 0 —p+X(1+D*)+S, Dr(Sy - S)
0 Dr(S; —S_,) —p+ S +S.1(1 + D*r?)
| | (7.63)

mit den Materialkoefﬁzienten : |
| Sy = 5u(D*?), Sy =S (D¥?), I =II = D*2. - (7.64)

Der Vergleich der Gl. (7.63) mit (7.30) zeigt, daB die einfache Scherung und die Torsion
des Zylinders lokal &quivalent sind. Die Messungen der Funktionen $q und $_; bei
Scherung — z.B. durch Messung der Schubspannungen und der Normalspannung oy,
als Funktion von k = tan ¢ — bestimmen vollstindig die Beziehungen (7.63).

Wir kénnen auch umgekehrt verfahren und die Messungen am Zylinder durchfithren.

In diesem Fall ist es giinstig, die zwei folgenden B'egriﬁ'e zu benutzen.
Das Schubkriftepaar ‘ '

T:= /7'0'(,9)(,)27rrdr | (7.65)

beschreibt die duBere Beanspruchung, die notwendig fiir das Vérdrehen des Zylinders
‘ist. Wir erhalten :

T =2xD / Pu(D*?)dr , u(D*?) = %,(D*?) — S_y(D*?).  (7.66)
Die N ofmalkraff v - _ - S '
N = 2.7r/a'(z)(z)-r dr : (7.67)
spiegelt den Poyntingschen Effekt bei Torsion wieder. Es gilt
N=-rD® [r(S ~28)dr. (768

Man kann zeigen, daB. N < 0. Das bedeutet, daf die Torsion des, inkompressiblen
Zylinders mit freien Flachen eine Ausdehnung proportional zu D? verursacht.




80 . 8 Schallwellen

8 Schallwellen.

8.1 Einfiihrung

Die Beispiele fiir Losungen der Feldgleichungen, die wir bisher dargestellt haben, haben
kaum die dynamische Struktur der Bilanzgleichungen wiedergespiegelt. Die parametri-
sche Zeitabhiingigkeit der Verzerrung, wie beispielsweise A(t) oder (%), enthalt keinen
EinfluB der Beschleunigung. In diesem Sinne sind diese Losungen statisch. In diesem
Kapitel wollen wir einige Eigenschaften des dynamischen Problems untersuchen. Wir
beschrinken unsere Uberlegungen auf die Theorie des thermoelastischen Festkorpers.
Die Einzelheiten der Invarianzbedingungen spielen fiir die Herleitung der grundlegenden
Gleichungen eine sekundéire Rolle. Deswegen werden nur die Ergebnisse der Thermo-
dynamik in der Gestalt (vgl. (5.64), (5.63)) |

9y o

T = oop > e=v—055, Y=4y(F,0) (8.1)
benutzt.

Die Bilanzgleichungen (5.4),(5.6) lassen sich nun als Feldgieichungén fir fr und 6 schrei-
ben ' ' ‘

fr *f - a0
B2 = Akeis 9X.0%, T Py
o0 0* fi ] { 99 ]

(82)
00y 5 — 0007 1 — N T ’
Bt 99X, 9%, |" 5%, |

wobei

_ 9
0F.,0F 5

9 v
F]m, = 0 ¢ = Pka(Fa 0) ’ (83) ‘

= Akal,@(F’o) ]

000 F,

: 02¢
Cy = — —6-9—2=Cv(F,9),

Kag = K,ag(F,e).
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Die Matrix I'xo beschreibt offensichtlich die Kopplung der mechanischen und der ther-
mischen Vorgénge, weil die erste Gl. (8.2) ; der klassischen Gleichung fiir Verschie- _
bungen entspricht und die zweite Gl. (8.2), die allgemeine Gestalt der Gleichung fiir

- Warmeleitung in thermoelastischen Werkstoffen ist. Die GroBe c, ist die spezifische

Wirme. :
Das System der Differentialgleichungen (8.2) ist quasi-linear, d.h. die Koeffizienten
sind von den héchsten Ableitungen : '

Pfe  fi  Bfi 08 96
9X,0X,' 0X.01° o ' 9X. ' Ot

(8.4)

unabhingig.
Es ist kaum méglich, die Lésung des beliebigen Anfangs- und Randwertproblems fiir
das Gleichungssystem (8.2) zu finden. Jedoch lassen sich einige Eigenschaften der iso-

. thermischen dynamischen Prozesse relativ einfach untersuchen. Wir beschréanken

uns nun auf solche Prozesse, d.h. wir werden die folgende Gleichung °

82 a2f . ‘
—5t—J:—k = Akalﬁm y Aratp = Akaip(F), (8.5)

untersuchen.

8.2  Wellenfront

Die iiblichen Methoden der Analyse dynamischer Probleme beruhen auf der Fourier-
schen Entwicklung der gesuchten Grofie. Im Fall des Kontinuums entspricht dieses
Verfahren dér Zerlegung beliebiger Wellen auf die monochromatische Komponente.
Die Quasilinearitit der Gl. (8.5) macht eine solche Analyse unméglich. Jedoch kann
man mit Hilfe der Gl. (8.5) die Ausbreitung der Stérungen recht gut beschreiben, ohne
die vollstindige Lésung zu kennen. Wir erwarten namlich, da8 die Stérung des Gleich-
gewichtes im Augenblick ¢ = 0 auf dem Gebiet B, sich auf dem Gebiet G, fiir ¢ > 0
ausbreitet (Abb. 8.1). Diese Ausbreitung bedeutet, da immer neue Teilchen aus dem
Ruhezustand geworfen werden. Das heit, daB die Gebiete G, nicht materiell sind.
Wir versuchen nun, die Bewegung der Grenze S; dieses Gebietes zu beschreiben.

Sind nun s¥, K = 1,2 die Koordinaten auf der Fliche S:. Die Gleichung dieser
Fléche kann man auf zwei verschiedene Weisen formulieren: entweder

X, = A, (sK, ) (8.6)

_ wobei diese drei Funktionen das Teilchen X, identifizieren, das von der Grenze S, im

Augenblick ¢ umgefaBt wird, oder

t = U(X,) (8.7)

wobei die Funktion ¥ die Zeit bestimmt, wenn die Fliche S; das Teilchen X, erreicht.
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Gestortes Gebiet ﬁir t=0

Gestorfes Gebiet fir t>0

7 {xd

Abb. 8.1: Ausbreitung der Wellenfront

Wir haben ov oV [0X, . OX
E o _ o K x
b= X = 5o | ods® + 2t
db. oV ax» oV HX, -
X, 0k =0 X, T ®8)

- Offensichtlich definieren die partiellen Ableitungen

X, OX,
Bst ’ Bs?

die Tangentenvektoren zur Fliche S;,. Das bedeutet, da8 dieABeziehung (8.8); die'Or-
thogonalitdt des Vektors 5‘9X—‘I’; zur Fliache S, verursacht. Wir bezeichnen mit

_ o (90 av )\t |
~ 8X. \0X, 0X,

N, (8.9)

den Einheitsvektor normal zu dieser Fliche. Dann gilt

1
== U. (8.10)
= |
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Die Groe U bezeichnet freilich die normale (d.h. in der Richtung des Vektors IN)
Geschwindigkeit-der Fliche S; beziiglich der Teilchen. Im Fall der stetigen. Teilchen-
geschwindigkeit v auf der augenbhckhchen Konﬁguratzon der Flache S; 1a8t sich einfach
beweisen (4.22), daB

: U=c—mn-v | (8.11)

ist, wobei n wie frither, den normalen Einheitsvektor zu der FIache in der augenblick-
hchen Konﬁguratxon bezeichnet. Wir betrachten welter nur solche Flichen, die die

| Stetlgkeltsbedmgungen

[f1=0,[v]=0=[T[N =0 }(8.12)

erfiillen. Die Beschleunigung muf nicht stetig sein -

[a]#0 S (813)

‘und deswegen werden solche Flichen auch die Bescﬁleunigungswelien genaﬁnt.

Wir untersuchen nun die Bedingungen, die Ableitungen beliebiger Funktionen auf der
Flache S, erfiillen miissen. Wenn G(X,t) eine Funktion ist, die auf beiden Seiten von
S: und auf S; selbst differenzierbar ist. Dann lassen sich die Inkremente dieser Funk-
tion zwischen zwei benachbarten Punkten A und B der Fliche und zwei benachbarten

Punkten A* und B* in dem Gebiet auf der Vorderseite der Fliche (Abb. 8. 2a.) wie
folgt schreiben

G(A$ t) - G(B7 t)

1R
' o)
m‘ &
+

. (814)

)
. (aG) %,

| G(A*,t) - G(B*,t)

Abb. 8.2: a) zur raumlichen Unstetigkeit b) zur zeitlichen Unstetigkeit
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wobei G* die Grenze der Funktion G auf der Vorderseite der Fléche bezeichnet mit -

' oG \* oG |
+ _at(x (K — K + ]
6" =G (X 01) ) (g) = jmoadaty (s
und, im Grenziibergang At — A, miissen die linken Seiten gleich sein. Es folgt ‘
0G*\ . x [0G\*' | .
(BSK) As” = (OX,,) AX,. (8.16)

Im Grenzfall As¥ — 0,AX, — 0 erhalten wir gleichzeitig

oG+ [ 8G \* ax, |
9sk — <6Xa) 9sK ’ (8:17)
Eine dhnliche Uberlegung fiir die Riickseite der Fliche ergiBt
8G- [ 0G \~ dX, .
| asK ~ (BXO,> dsK - (818)
- ~ Aus (8.17) und (8.18) folgt dann N
|76 = [ 15% - | (8.19)

Das heiBt, daB die tangentiale Ableitung der Unstétigkeit [G] und die tangentiale Kom-
ponente der Unstetigkeit der Ableitung gleich sein miissen. Dieses Ergebnis wird Ha-
damardscher Satz iiber singulire Fliichen genannt. ' -

Die wichtigste Folge dieses Satzes erhilt man fiir die stetige Funktionen. Denn

[Gl=0= [Z]15% =o. | (8.20)

 Das bedeutet, da8$ der Sprung des Gradienten senkrecht in Bezug auf die Fliche ist

291 =GN, (8.21)

Die GréBe G nennt man die Amplitude der Unstetigkeit des Gradienten ;%%.
Ahnlich wird nun die Zeitableitung der Funktion G hergeleitet. Auf einer Seite ist die
Zeitinderung der Grenzfunktion G* durch die Formel gegeben

G(B) - G(A) = %%_At . (8.22)
Auf der anderen Seite dndert sich die Funktion G zwischen zwei Punkten A* und B*
(Abb. 8.2b) folgendermaBen '

G(B*) - G(ah) = (?-@)+At+(“)+;xa._.
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wobei wir angenommen haben, daB A* — A und B+ — B. In diesem Sinne werden

(%)+ und ( X ) die Grenzwerte auf der Vorderseite der Flache S;. In dieser Grenze

sind die linken Seiten der Regeln (8.22) und (8.23) gleich und es folgt

oGt 0G 0G\" 0X,
i -(at) +(797) T -6
Ahnlich erhalten wif fiir die Riickseite
86— (8G\" [(8G\"ex, -
(&) ) T e
Dann gilt ’ | '
ZIG] = [3E] + [3&1%=. | - (8.26)

Diese Beziehung wird die kinematische Kompatlblhtatsbedmgung genannt.
Der Sonderfa,ll der stetxgen Funktion G spielt eine besonders chhtlge Rolle

[61=0= [] = -[4812%. (8.27)
Die Anwendung des Ergebnisses (8.21) und der Definition (8.10) ergibt |
1= o (8:28)

8.3 = Ausbreitung der-Beschleunigungswellé

Wir untersuchen nun die Bedingungen (8. 12), die eine Beschleumgungswelle definieren.

Die Stetigkeit der Geschwindigkeit erzeugt automatlsch die Stetigkeit des Deforma-
tlonsgradlenten Denn '

[fe] = 0 und [[%]] =-W=0=V,=0=> [[é'&']} =0, - (829)

wobei wir die Bedingungen (8. 21) und (8.28) angewendet haben, und V; die Amplitude
der Geschwindigkeitsunstetigkeit bezeichnet. Infolgedessen erhalten wir

Ha ]] - 0 => [[3X aXﬂIl - AkaNﬂ 3 [[ax 3t = AkaU, : (8-30) .

2] =0 = ﬂaﬁ 1=-BU, uazax 1= BN, . (8.31)
GL (8.30)1 fihrt zur Symmetriebedmgung | |
AraNp = AgNy = Apo = (AgNs)Ny. (8.32)
Das bedeutet, daB .Ako, proportional zu N, sein mufl |

Ate = AxN, . ) - (8.33)
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'Andererseits folgt aus GL. (8.30)2-und (8.31),

: | BiN, = —AkaU = —AkUNa = By = -AU. (834)

Nun sind wir in der Lage, die Bedingungen (8.30) und (8.31) in der endgiiltigen Gestalt
zu schreiben ' : '

2 2
[t ] = ANLNs , [24] = AU?, (8.35)

[%4:] = —ANU .

-~

Wir kehren nun zuriick zur Bewegungsgleichung (8.5). Diese Gleichung gilt auf beiden

Seiten der Fliche S;. Im Grenzfall erhalten wir

[%4] = [[Akalﬁ%éﬁgﬁ . (8.36)

Die Koeffizienten Agqip sind die Funktionen des Deformationsgradienten 5%{% allein. Die

Stetigkeit dieses Gradienten (8.29) verlangt ‘
| [Akats] = 0. - . (8.37)

Die Anwendung dieses Ergebnisses und der Beziehungen (8.35) in (8.36) fiihrt zur Glei-
chung fiir die Amplitude der Unstetigkeit Ay ' k

(Qu — U8 A = 0. - (8.38)

Es wurde definiert

Qui = AkatgNolNp , Qui = Qui .| - (8.39)
Die letzte Symmetriebedingung des akustischen Tensors Qu folgt unmittelbar aus

. Definition (8.3); des Tensors Agqs.

Gl. (8.38) wird die Ausbreitungsbedingung der Beschleunigungswelle genannt.
Die Existenz der nichttrivialen Losungen dieser Gleichung verlangt

det(le - UZ(SH) =0. (840)

Das bedeutet, daB die Ausbreitungsgeschwindigkeiten U die Eigenwerte des aku-
stischen Tensors @ sind. Wegen der Symmetrie dieses Tensors sind sie immer real.
Die akustischen Achsen A stimmen mit den Eigenvektoren des akustischen Ten-
sors iiberein. Es gibt nur drei linear unabhéngige Wellen mit gegenseitig orthogonalen
akustischen Achsen. o .

Dieses Ergebnis wird Fresnel-Hadamard Theorem genannt. ,

Gl. (8.40) bestimmt die augenblickliche Konfiguration der Wellenfront Si. Denn ™

L, 9v 9v | '
=A a ch ) = Agq ? ’ 41
Qu kaipNaNg = Ay, Crya _6X5U | ’. (8.41)
wobei wir die Beziehungen (8.9) und (8.10) angewendet haben. Fiir U # 0 folgt dann
ov oV
|det | Ag, —_— =0. . 8.42
° ( k195X, 9X, 6"‘) 01 (8.42)
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Das ist eine nicht-lineare Differentialglelchung fiir die Funktion U(Xey).

Fiir eine gegebene Losung der Gl. (8.42) erhilt man aus GI. (8.38) nur die Richtung
des Vektors A. Die vollstindige Amplitude der Unstetigkeit wird durch die Sprungbe-

' dingung (8.36) nicht bestimmt. Sie folgt jedoch aus der Feldgleichung (8.5), wenn wir

diese Gleichung in der Umgebung der Flache losen. Eine systematische Methode fiir
eine derartige Analyse wurde von Z. WESOLOWSKI entworfen. Wir stellen hler nur

- die wesentlichen Merkmale dieser Methode dar.
~ Um die Zeitentwicklung der Fliche zu beschreiben ist es gunstlg, die folgende Parame-

tnslerung der Zeit einzufiihren ,

<I>—t—lF(X) : (843)
Offensichtlich entspricht Q = 0 der Fliche S;. Fiir ® > 0 befindet sich X im gestorten
Gebiet (auf der Riickseite der Welle). Die Losungen der Gl. (8.5) sollen die Unste- -

tigkeiten der zweiten Ableitungen liefern. Lassen wir nun die ‘Bewegungsfunktion von

'der ungestorten Konfiguration aus messen. Um die Herleitung zu vereinfachen nehmen:

wir an, daB diese Konfiguration mit der unverformten Konfiguration B, iibereinstimmt.
Die Losung schreiben wir dann als eine formale Reihe

w(X,0) = fu(X D) — 60X =

Y ' (8.44)
= 3 S (B(X, ) (X, 1),
. v=0
wobei die Koeffizienten S, folgendermaBen definiert werden:
1 v N .
5,(9) = — 3]+ 19] » =1,2,3,... (8.45)
und | 1 fir >0 |
. ur >0, ’ :
&@*‘{omr¢<0' | | @“)

Die Funktionen g; )(X a» t) sollen zweimal differenzierbar sein. Die Funktlon w ist freilich
die Verschiebung beziiglich der ungestorten Konfiguration.

Die Definitionen (8.45) und (8.46) lassen unmittelbar die folgende Rekursmnsregel _
beweisen

| dS.
5 = Sy-1. | (847)
_ Unter Vorraussetzung der glelchmaﬂlgen Konvergenz der Reihe (8.44) kann man
schreiben » : |
= 529 + 539(1) + 549(2)
a By (0) g} (0 ) dgt (1)
= Sig S, ( ) (2 B

=0 T8 | tal |45 | +a? )+ (8.48)

Fug © ag” o 9g: (l) @
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und
A%y, dg ()} 62 (0 aqtV
B —sog‘°’+51 (2 el (1))+Sz( o +2 g’; +90 )+
Pup 0 © , 5 090 o0 o ).
m=50@a%gk +51 | apgy” + Pp a + @, “3X, +9x ' ®.Pp | +
O (i PP L ol + 08,8
-t axax, aX AT Tepx, T " Pax, T Ik TaTe
| (8.49)
bei |
o 5. 00 _ 90 28 &u 550)
T 0X, T 90Xy PT 0X,0X; 0X.0X, '
Mit Hilfe der Definition (8.45) folgt '
[Se] = -1, [[S ]] =0 fir v>0 ~(8.51)
und . _ o
0, =0, 0,
[ =0, 541 =0, [22] = 552)

[[g%]] = 9(0) lIax axﬁﬁ =-90 Qﬁg(O) .

Das sind genau die Eigenschaften der Losung, die wir uns auf der Wellenfront wunschen
Die Gl. (8.5) fordert Jetzt

So .(Akqlﬁq)aq)ﬁ -6 g +

| O, . 09" 39” 99 ],
+ 5 [Akalﬁ (Qaagl +‘1>56X + &, BX + 9 Qa@ﬁ)_—z—a?'—ng‘f‘
+ ...=0.
(8.53)

Da.s Verschwinden der Koeffizienten der Funktionen S, liefert die hinreichenden Bedin-

- gungen fir die Erfiillung der Gl (8.54). Nach der Definition (8.45) entspricht dieses

Verfahren der Stérungsrechnung mit kleinem Argument ®, d.h. mit kleiner Abwei- -

.chung der Zeit bei gegebenem Ort X von der Zelt t = ¥(X ) der Begegnung rmt der

Welle. Es folgt
a\If v - ( ) _

6‘1’ B\P
(Akaw 9X. 09X, 7 5k1) gl(l) =

Y o 00 8g® 8¥ g 8gL”
kalf ———g( ) + 2
0X.0Xp™' ' 0Xp0X,  0X, 0Xg ot ’

usw.

(8.55)’
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“Die Anwendung der Beziehung (8.41) in GI. (8.38) zeigt, dafB8 diese Gleichung identisch
mit Gl. (8.54) ist. Deswegen wird '

| g’(f) =kO4, kO = O(X 1). (8.56)

Wir kéhnen selbstverstindlich den Vektor A fiir die akustische Achse norxﬁieren:
A - A=1. - (8.57)

Dann ist £ die wixl'kliche.Amplitude der Unstetigkeit. Die Gleichung fiir diese
Amplitude folgt aus Gl. (8.55). Wir multiplizieren diese Gleichung mit A;. Es gilt
dann

Aoy [x0 LYy 20 O(04) | ow 8(xO4)) |
alpAk 0X.0Xp 0Xg 0X, X, 0Xp (8.58)

+2% (k(o)Ak) Ay = 0,

d.h.
5+ s (T )
+ él-n(o) [Akalﬁ%;’XﬁAl + Amw%%+ (8.59)
+Akals 66 ;{I’a gﬁ; + 2_‘9;»':] A =0.
Man kann diese Gleichung auch lings der Charakteristik formulieren. Dann ist
d;:m + kO P(r) = 0 | (8.60)
it | . | _
- Zld_:- =1, d;f_a = % (Aratp + Arpia) %Akv‘ll ) ' (8-61)
P(r):= %Akalﬂ [ a)?:g’ X Az{r aa)\(pﬁ g;?: + aa)\(p‘, g;;} Ao (8.62)

Die Kurve, deren Tangentenvektor durch (8.61) definiert ist, liegt auf der F liche S.
~Im Raum-Zeit Kontinuum ist der Normalenvektor zu dieser Fliche zum Beispiel als

Gradient von @ gegeben. _
| | 0@ v ) |
dd, — | = [ —,—1] . , :
| (Gra‘ P, at) (6Xa’ 1) (8.63)
Das Skala.rprodukt von (8.62) mit (8.60) ergibt '

Xy dV  dt v oY
dr dX, dr  \"*"*3x,9x,

- «m) A A =0 (8.64)
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wobei (8.38) und (8.41) benutzt wurden. Diese Bedingung hei8t, daf die Kurve (8.61)
auf jeder Stelle ortogonal zum Normalenvektor der Fliche S; sein mu8. Infolgedessen
liegt auch diese Kurve vollstandig auf S,. Solche Kurven werden Bicharakteristiken
‘genannt. ' '

Die Losung der Gl. (8.60) hat.selbstverstindlich die Gestalt

, C = const. (8.65)

k@ = Cexp |- / P(¢)de

Wenn die Amplitude «(® auf einer Stelle der Bicharakteristik verschwindet, dann ver-
schwindet sie auf der ganzen Kurve. Das ist eine wichtige Eigenschaft der Lésung (8.65)
unabhéngig davon, wie die Einzelheiten der Integrierung aussehen mégen.

Nun kann (8.55) nach g{" gelost werden. Wegen der Bedingung (8.42) bleibt nur der
Teil des Vektors g,(cl), der orthogonal zum Vektor A ist:

g = M4 + K, KO LA, , (8.66)

Die Gré8e (Y muf man aus der nichsten Gleichung in der Stérungsentwicklung (8.54)
bestimmen. Wir verzichten hier auf Einzelheiten. Als Endergebnis erhalten wir die
Gleichungen ‘ '

9 = kA + K BV LA v =1,2,...
de®)
R} dr

(8.67)

=cMP(r) = K®)(1),

wobei K(*)(7) in jedem Schritt eine bekannte Funktion bezeichnet.

Im Sinne der Beziehung (8.44) gibt die Losung der Gl. (8.67) die Verschiebung u.
‘Die oben skizzierte Stdrungsrechnung wurde erfolgreich bei einigen Problemen der
Schallwellenausbreitung angewendet. Die Einzelheiten kénnen in Originalversffentli-
chungen nachgeschlagen werden. :

Die Theorie der Beschleunigungswelle steht in enger Verbindung mit der allgemeinen
Theorie der Schallwellen. Diese Verbindung entsteht aus folgendem Grund: Sind die
Funktionen u;(X,t) und deren Ableitungen bis zur Ordnung n — 1 auf der Fliche S,
stetig, wahrend die Ableitungen ’ o

O™ uy. ' O™ uy O™ uy

0X....0X; ' 0t0X,...0X; ' ot
e P — N\ — mm—

n n-1

(8.68)

unstetig sind, dann nennt man diese Singularitit die Welle n-ter Ordnung. Die Am-
plitude LA™ solcher Wellen erfiillt dieselbe Ausbreitungsbedingung wie die Beschleuni-
gungswelle '

(Qu - U?6) A = 0. (8.69)

Offensichtlich haben alle diese Wellen dieselbe Ausbreitungsgesschwindigkeit U und
dieselbe akustische Achse.
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Die Schallwelle entsteht aus Wellen verschledener Ordnung n(n > 2) und hat auch d1e
Ausbreltungsgeschwmdxgkelt U, die wir aus diesem Grund die Schallgeschwindigkeit
nennen.
Wie wir schon a.ngedeutet haben, kann die quasﬂmeare Gleichung mit Hilfe der klas-
sischen Fourierschen Analyse nicht gelést werden. Man kann jedoch eine hnliche Me-
- thode anwenden, die die sogenannten sinusoidale Wellen definiert. Schreiben wir
némlich die Losung fiir die Storung ux(X,t) wieder in der Gestalt einer formalen Reihe
(vergl. (8.44), erhalten wir

ug = ZT @x,)e(x,0. (8.70)
, v=0 ’ .
' Die Koeffizienten T, sollen die folgende Rzgel erfiillen
dT, (% |
dé )T, (9). | (8.71)

Fir diese Gestalt dervStérung dk kann man fa.st vollstindig die oBige Analyse wieder-
holen und eine L&sung, mindestens in einer Nachbarschaft der Fliche S;, bilden.
Zum Beispiel wird die Bedingung (8.71) von der folgenden Funktionsreihe erfiillt

T,(®) = ﬁem. | (8.72)

In diesem Fall folgt die Losung

up = AxVM?2 + N2cos[w (P —t) — o] , (8.73)

wobei
M o= ©_ L. +i,c(4)
w? wt ’ A
N = -l-n(l) ! fc(3) + ! fc(s) . (8.74)
w W ws o . |
= tl -
@ := arctan -

Die Lésung (8.73) nennt man die sinusoidale Welle, deren Amphtude AV M? + N?
ist und w(® — t) — o die Phase definiert.

Offensichtlich ist im quasilinearen Fall eine beliebige Schallwelle keine Superposition
der sinusoidalen (monochromatischen) Wellen.
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Anhang Krurrimlinige Koordinaten

- - In diesem Anhang wird eine Beschreibung der krummlinigen Koordinaten im Euklidi-
schen Raum gegeben. :
Sind z, k = 1,2,3 rechtshindige kartesische Koordinaten, dann definieren die Funk-
tionen '
r A A | 'azA '
| 28 =2%z), A=1,2,3, det— #0, - (Ad)
| . Oz

f
|
"} neue Koordinaten, vorausgesetzt, daff diese Funktionen stetig differenzierbar sind. In

diesem Fall ist die Bedingung (Abb. A.1)

z* = const, | (A.2)

(X1,X2, X3)
(zy.25,23)

Abb. A.1: Krummlinige Koordinaten im Euklidischen Raum

fiir einen vorgeschriebenen Wert A (A = 1,2 oder 3) gleichzeitig die Gleichung der
Koordinatenfliche, die, im Gegensatz zu kartesischen Koordinaten, nicht unbedingt
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eiﬁe Ebene sein muff. Der Schnitt zweier solcher Flichen mit unterschiedlichen Indizes
A bestimmt die Kurven, die Koordinatenlinien genannt werden. So bestimmt z.B.
der Schnitt der Flichen 4 = 2 und A = 3 die z!-Koordinatenlinie.

Im Euklidischen Raum kann die Gl (A.1) mit Hilfe des Ortsyektors folgendermafen
geschrieben werden . : ..

r = r'(21,29,23) — 7° - | (A3)

wobei r° die Verschiebung des Nullpunkfes der Koordinatenéyste‘me bezeichnet. Offen-
sichtlich gilt fiir kartesische Koordinaten

(21,22, 33) = zhe = 33(2, 22, 20)es . o (A4)

Das bedeutet, da mit Hilfe der Bedingung (A.1) der‘neue Ortsvektor eine gegebene
Funktion der Koordinaten z# ist:

r= f(zl, 2%, 2%). | _ - (AS)

Im Gegensatz zu den kartesischen Koordinaten werden die Basisvektoren

gy = %;(zl,zz,z:’) ‘ . - (A6)

ortsabhéngig. Nach der Definition der Koordinatenlinien sind diese Vektoren tangen-
tial zu diesen Linien. Beispielsweise ist g, tangential zu der Linie: (22 = const, 23 =
const), was eine selbstverstindliche Folge der Definition der partiellen Ableitung ist.
Man kann nun den Vektor r nach Koordinaten zerlegen

Tai=g,-r | | (A.7)

Es ist offensichtlich, daB der Vektor r keine lineare Kombination der Véktoren g 4
mit den Koeflizienten r4 sein kann. Wir kénnen jedoch die anderen drei Vektoren
92,B=1,23, definieren, die die folgende Bedingung erfiillen ‘

|94-9" =45, (A-8)

~ und den Ortsvektor als lineare Kombination schreiben

r= ngB = T-gu= TBQB *ga = 7‘B5§ =TA. (AQ)
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Umgekehrt gilt mit Hilfe der folgenden Koordinaten

Mo ghy (A.10)

. r=rPgp = r-gt=rPgp.g*= rP6g =r4. (A11)
Im allgemeinen werden die Koordinaten r# ungleich den Koordinaten r 4 sein und keine
von beiden werden mit den Koordinaten z# identisch.

Offensichtlich wird der Vektor g' orthogonal zu den Vektoren g, und g;. Das be-
deutet, daBl dieser Vektor orthogonal zu der Koordinatenfliche 2! = const sein mu8.
Diese Eigenschaft besitzen auch die ibrigen Vektoren g4. Sie sind orthogonal zu den
Koordinatenflichen 24 = const. _ ,
Die Basisvektoren g, werden kovariant und die Vektoren g4 kontravariant genannt.
Die entsprechenden Koordinaten des Vektors r werden entsprechend kovariant (ra-
Koordinaten) und kontravariant (r4-Koordinaten) genannt. : :

Die Beziehungen (A.7) und (A.10) kénnen einfach verallgemeinert werden, um die Ko-
ordinaten des beliebigen Vektors u zu bestimmen. Denn

A-:=u-gA,uA:=u-gA, - (A12)

A A
u=ug, =usg", u

Selbstverstindlich werden u4 die kontravarianten Koordinaten und u 4 die kovari-
anten Koordinaten des Vektors u genannt.

Es ist sehr wichtig zu bemerken, da8 die Zerlegung (A:12) in krummlinigen Koorinaten
ortsabhéngig ist. Es macht keinen Sinn iiber die Vektorkoordinaten zu sprechen, ohne
die Verbindung mit einem bestimmten Ort festzulegen. Diese Schwierigkeit taucht nur
im Fall des Euklidischen Raumes auf, wo kein Unterschied zwischen dem Raum selbst
und seinem Tangentenraum (dem Raum der Vektoren) besteht.

Die Transformationsregel (A.3) fiir den Ortsvektor bestimmt auch die Transformations-
regeln fiir die Koordinaten beliebiger Vektoren. ‘

Es gilt
_Br_ar’_ar’axk'_e_aﬂ (A.13)
- 4= 5= 0zA ~ 0zr 024 *9zA° )
Das heifit
' ug=u-g, =u-ek-aﬂ=uk—a—z—k. ' (A14)
4 0z4 0z4
Andererseits gilt ‘ SR '
, 9% = (9" - er)ex, : (A.15)
und, mit Hilfe der Definition (A.8), wird \
Oz Oz B
o' (055) ot o) = Rt e) =i
A 8ZA '
=g -e.= 5.')3—1; .
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Es folgt
W
gA = E;-ek,
k A (A.17)
A o= 97
T "B:ck '

Die oblgen Transformationsregeln beweisen, daB die drei Funktionen (A.1) vollstindig
einen Ubergang von kartesischen in krummlinigen Koordinaten bestlmmen '
Es ist hiufig giinstiger, die Vektoren der kontravarianten Basis g# unmittelbar mit Hilfe
der Vektoren g4 zu rechnen. Es ist einfach zu sehen, da das Glelchungssystem (A.8)
die folgende Losung hat

1

1 1 |
9 =9:%95, 9" =9 X01, 9" = -9 % 9 - (A18)

@ | =

mit

d
9:=gy+ (g, X g5) = det (5:-’;) q (A.19)

Belsplele
1) Wir betrachten den Fall der schxefwmkhgen kartesischen Koordinaten z4 )
die durch die folgenden Gleichungen definiert werden (Abb. A.2)

2= m{)(zl cosaz — Zysin o), z! =z cos a; + 2%sinay,
2% = m(xl sina; — z3co8 ), = { z? = 2'sinoy + 2% cos oy,
25 =12T3, . 223:23, a1+a2;£12'-.
i (A.20)
Es folgt
oz, cosa; sina; 0
(ﬁ) =. siney; cosa; 0 |,
0o 0 1
[ _cosa _ _sina (Azl)
e - (FEE *
6:1:;, - T cos{a +az) cos(ay+az) ?
0 0 1
mit
g = det (g A) = cos(a + ay). (A 22)

Die kovananten und kontravarianten Basisvektoren haben dann die folgende Gestalt:

- [ eyjcosaq + ezsinayg . 1 [ ercoser —ezsinay
ga=| eisina;+eycosa; | , g8 ==| —eysina; +eycosa; | . (A.23)
. g

€3 ges
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1

Abb. A.2: Schiefwinklige kartesische Koordinaten

In der folgenden Abbildung A.3 zeigen wir die graphische Konstruktion der Koordina-
ten eines Vektors u. Es soll nicht vergessen werden, daf§ die Zahlen (dl,ug, u3) und
(u',u?,u?) durch die Linge der Basisvektoren bestimmt werden, die meistens nicht
die Einheitsvektoren beziiglich eines Referenzvektors werden. Grob gesagt, werden
die kontravarianten Komponenten durch »Parallelprojektion“ des Vektorpfeils auf die
Koordinatenachsen bestimmt und die kontravarianten Komponenten durch ,,Orthogo-
nalprojektion“.

2) Die Zylinderkoordinaten z4 werden durch die fo genden Funktionen gegeben

(Abb. A.4) | , ‘
V= r= V(T1)? + (22)?, | :Az:‘l‘=rcos_19,
22 = ¥ = arctan 2, bzw. z; =rsind, (A.24)
2 = z=z3, Tz3==z.

~ In diesem Fall hat der Ortsvektor r die Gestalt
T = zex = (rcosd)ey + (rsind)e; + zes. (A.25)
Die kbvarianten- Basisvektoren folgen durch Differentation |

cosde; + sindey . ,
gs=| —rsinde; +rcosde, | ; (A.26)
€3

Man sieht hier deutlich, daB diese Vektoren nicht nur ortsabhéngig, sondern auch ver-
schiedene Einheiten haben.

91‘91='1,92"92=7'2a93'93=1- ' | (A'27)
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Abb. A 3: Kovariante und kontravariante Koordinaten des Vektors u im schiefwinkligen Koordinaten-
. system . ) ' :

9,

/x1/ ' | ' g4

Abb. A 4: Zylinderkoordinaten

‘Das bedeutet, da man die kovarianten Komponenten eines Vektors u .

uA'.:'uogA (A.28)
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nicht unmittelbar miteinander vergleichen kann. ,
Mit Hilfe der Regeln (A.18) und (A.19) kann man Jetzt die kontravarianten Basisvek-

. toren bestimmen

g = (cosde; +sinde,)- [(—rsinde; + r cos Jdes) x e3] = r,
1 1 . .
g = 3(—1‘ sinde; + rcosde;) x e3 = cosde; + sinde, = gy,
1 1 1 1 (a29)
g’ = Zesx (cosde;y + sin Je;) = —~sinde; + —cosde, = =92,
g . T T ) : T
3 1 - . '
g9° = =—(cosde, +sinde;) x (—rsinde; + rcos Jde;) =es = g,.
g _

Wieder sind die Einheiten der Vektoren unterschiedlich. Die Kollinearitit der kovari-

anten und kontravarianten Basisvektoren folgt aus der Orthogonalitit der Koordina-
tenlinien. : - i

Die Abhangigkeit der Basisvektoren von Ortskoordinaten hat gravierendé Folgen fiir
die Differentationsverfahren von Vektoren und Tensoren. Wir zeigen nun diese Folgen
fir das Vektorfeld = u(z4). Die zwei Fille der kovarianten und kontravarianten
Komponenten werden getrennt untersucht. '

1) Kontravariante Komponenten.

Es gilt ‘
ou 0 OouB Og

Offensichtlich lassen sich die Vektoren dg 5/0z* auch mit Hilfe der Basisvektoren gc
schreiben :

0 N .
: %% = PgAgC s TG, = -ag—B-gC . , (A.31)

Die Komponenten I'§ , werden die Christoffelsymbole genannt. Sie spielen eine sehr
wichtige Rolle nicht nur im Zusammenahng mit der Differenzierung im Euklidischen
Raum, sondern auch in der ganzen geometrische Theorie der Mannigfaltigkeiten. Die
Definition (A.31); 148t sich auch in der folgenden Gestalt schreiben

¢, =" c_re | (A.32)
BA = 545,89 =las: 3

Das heifit, daB von 27 Komponenten nur 18 unabhingig sind. Fiir bestimmte Koordina-
tensysteme werden diese Komponenten katalogisiert. Wir zeigen weiter die Rechnungen
fiir einige Beispiele. '
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Die Beziehung (A.30) 148t sich also schreiben als

ou 0 : .
67 (auA UBFgA)~gC . v (A.33)
- Der Ausdruck in Klammern
e, 6u C- 3’!& _.C A (A34) ‘

Uy ""a—z;'*‘" FBA;\"a?—“;qu

wird die kovariante Ableitung des ,kontravarianten® Vektors {u®} genannt.
Offensichtlich werden alle Chrlstoﬁ'elsymbole gleich Null im Fall der kartes1schen Koor—
- dinaten:

9 |
e u =g, | (A.35)
oz

Zusammen mit (A.34), bedeutet das, dafi die Koordinatentransformation von kartesi-
schen zu krummlinigen Koordianten die partiellen Ableitungen in kovariante Ableitun-
gen umwandelt.

2. Kovariante Komponenten
Es gilt

Ou 0 g\ Oup g° dg®
5o = ot (159") = Toad" g (436
Andererseits gilt
9 B 9 (B 99c B og® N
57 (90°9%) =5z (8) =0=52 -0 +90 57 (A3
Es folgt | -
, agB B o .
_@_.gc=_FCA, o (A.38)
Infolgedessen ist
‘ Oou Ou '
AT (a— - “Bl‘fc) g°. (A39)
Genauso wie im Fall der Gl. (A.33) erhalten wir
0 0 '
Uc;4 = -a—z-% U’BFAC = 671: = uC’;AgC . (A.40)

Diesen Operator nennt man die kovariante Ableitung des ,kovarianten“ Vektors
{uc}. Die beiden Ableitungen (:A.34) und (A.40) sind nur in kartesischen Koordinaten
~ identisch. Diese Identitdt gemeinsam mit der Identitit der kovarianten und kontrava-

rianten Basisvektoren erlaubt, alle Indizes in karteswchen Koordinaten als kovarlante

Indizes zu schreiben.

SN

S

R P B

B
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3. Tensoren
Fir unsere Zwecke brauchen wir nur die Dlﬁerenta.tlonsregel fiir Tensoren zweiten Gra-

des o (z.B Cauchysche Spannung). Es ist einfach zu bewelsen, da8 die folgenden
Regeln gelten

0o4B . _DBpA AD
c = 5 + 07Ty + o cha

Dot N D '
UA'B.:C = azCB t+ o®pTpc — o* pThc, (A41)

60'AB » )
. 1D D
oaBc = 5 — opBlac — ouplpe,

wobei _ o
o=0"%g, 095 =0"pg,®9”° = oung” ® ¢°, - (A42)

und ® das Tensorprodukt bezeichnet.
Belsplel

1) Zylinderkoordinaten: Dliferenzwrung der Gl. (A.26 ) nach z? fiihrt zum
Ergebnis :

0g 4 : 0
G4 = —sinde; + cosde, | ,

0
P [ —sinde; + cosde, '
994 = —rcosde; —rsinde, |, (A43)
oo, _ 0
5 = .
0z L 0

Das Skalarprodukt dieser Vektoren mit g€-Vektoren (Gl. A.29) ergeben

2 = F12 =~,T},=—r, TA;=0 ansonsten. (A44)

. ﬁl'—‘

Mit Hilfe der Christoffelsymbole kann man beispielsweise die Gleichgewichtsbedingung

HoAB
dive =0 = 48 _ =

BT 5,8

+0PPrdg +0PT3, =0 (A.45)
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in Zylinderkoordinaten sehr einfach ausschreiben:

60’" aarﬂ 60,1': 0 . ikd
A=l Gty to -t =0
6 0.01' a 090 a 0.02 o.r9
= s -— A.46
A2'ar+al9+az+3,p ‘0, (A.46)
A _ 3 60.27- aaze aa.zz + o=

ot Tt e TS

Der Leser moge die Beschleunigung in Zylinderkoordina.ten bestimmen’.

2) Kugelkoordinaten: In diesem Fall betrachten wir die Transformatlon (swhei

Abb. A5).

2 = r= \/(9:1)2 + (z2)? + (:1:3)5 , Ty=rsinfcosyp,
2> = @ =arctan &, bzw. z;=rsinfsing, (A4T)
22 = 0 = arccos Z2 T3 =rcosd.

\/ (21)*+(z2)2+(z3)? ’

Die Ergebnisse lauten (Beweise !):

[ sinf cospe; + sin @sin pe, + cos fes

g, = . —rsin @ sin we; + rsin 8 cos pe, ,
r cos § e f'sin pe, — rsin e
\ rcosfcose 1+ rcosfsin pe; — rsin fe; (A.48)
g9 = | =wze92 |
7293
9=9,-(9, X g3) = —r*sinb. (A.49)

Bemerkung: Das Vorzeichen der GroBe g wird durch die Transformationsregel (A.47)
verursacht, die linkshéndige Koordinaten definiert.

1Dje Antwort:

v" av" v gv" '
=t +v”—-60 +v"-—-—az —r(v%)?, a"=a', @’ =d?, a* =dd,
y Ou” 61; o 2 :
a® = Bt +v ar +v070-+ E--f-;v"v’, v = vl v = 0? vF =08
ov® , 0v* v ov*
a® = v0 v?

o TV e U Y 5

Offensichtlich haben weder die verschiedenen Komponenten der Geschwindigkeit noch die verschiede-

- . nen Komponenten der Beschleunigung dieselben physikalischen Einheiten.
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1 X3

N %

N d

—_——— g,
g=23 "I
\s
r=2' | X2

_ (L7
9=z -

X4

Abb.-A.5: Kugelkoordinaten
Mit Hilfe der folgenden Beziehungen, die aus (A.48) folgen,
0 ' | ig, ' %gs ' T
aa—g-l“l =| 29, |, %‘qé =| —rg, +rcosfe; |, 88’;; =| cotbg, |, (A.50) -
: z +95 ‘ ~cotfg, ? —Tg
efhélt man die Christoffelsymbole

' ' 1 1
F§1=F§2=;a F§1=F:133=;, I‘§2=r§3=00t9, (A_.51)
FéZ = —Tr sin20, Pg2 =— sin0cos(), F:133 =-T, FgC = () sonst.

Als Anwendungsbeispiel schreiben wir wieder die Gleichgewichtsgleichung (A.45) aus:’
: T T ré 2
A=1: 0o + oc + U — rsin? 00?"" —ro% _+ ;—a" +cotfo™ = 0 ,

ar ' 9p ' 08

or ) b ' 1
A9 - 00 +60 +60' +§a"”+3cot00“’g+—a’0 = 0,
_ ' or Op a0 " r r

0o Oo% 9o 4
A=3: . Zo
3 5t 5t e T O

— sinf cos 80¥® + cot 95 = 0.

(A.52)
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Diese Eigenschaft der krummlinigen Koordinaten, da8 die verschiedenen Basisvektoren
unterschiedliche physikalische Einheiten haben, ist sehr unbequem in der Anwendung,
wenn man die GréBenordnung vergleichen will. Man kann diesen Mangel verhindern,
wenn man die sog. physikalischen Koordinaten benutzt. Solche Koordinaten unter-
scheiden sich von iiblichen krummlinigen Koordinatem nur durch die Normierung der
Basisvektoren: '

. A ’
ga A, g i ni 3)

eq = ——, e 1= ——=, A =1,2,3 (nicht summieren!) A.53
9494 V9494 ’ ’ ( )

Dann 148t sich beispielsweise der Vektor u wie folgi'. schreiben:

U= U(A)BA = u(A)eA- ‘ (A54)

und die Koordinaten u(4) und u(4) haben dieselben Einheiten — sie sind vergleichbar.

. _U(A) = u'\/g4 "9a U(A)v= ua/gt-g4. _
Ahnlichen Regeln kann man auch fiir Tensoren erhalten. Zum Beispiel hat die Cauchy-
sche Spannung o die folgende Gestalt '

- Offensichtlich gilt

@B d,AB\/QA‘QA\/QB'QB- : . ' ‘
oey = o* 5V 94V/9P 9P,  (nicht summieren!)  (A.55)

gA)B) = UAB\/QA-yf",\/gB‘yB~

Man kann jetzt die ganze Analyse der krummlinigen Koordinaten fiir die physikalischen

Koordinaten wiederholen. Wir werden das hier nicht tun.
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- relative, der Translation _ 28
- Gibbssche Gleichung. 62

Gleichgewichtszustand, tHermc;dyna.mischer 61
Globale Bilanzgleichungen, siehe:

, Bilanzgleichung
. GréBen v .
- objektive 29
- nicht—objektive : 29
Gummi : 70

Hadamardscher Satz iiber singulire Flichen84

Hamilton-Cayley Theorem . 55
Heterogene Verzerrung 76
Homogene Verzerrung . 73
Impuls

~ Bilanz 38

— lokale Bilanzgleichung 40

- Vektor ' 38
Inkompressibles Material 68
Isotropiebedingung 70
Kelvinscher Effekt 75

Kompatibilititsbedingung, kinematische 85
konstitutive Gleichung, siehe:

Werkstoffgesetze
Kontinuitéitsgleichung v 35
Koordinaten

- Eulersche, Ortskoordinaten - 15
- kovariante 94
- kontravariante 94
- krummlinige 92
- Kugel - 101
‘- Lagrangesche, materielle 15
- physikalische 103
- schiefwinklige kartesische 95
'~ Zylinder 96
Koordinatenfliche 92
Koordinatenlinie 93
kovariante Ableitung 99
Lagrangesche ,
— Beschreibung der Bewegung 24, 51
~ Koordinaten ' 15
langwellige Niherung k 8
Leistung :
— der Spannung ' 45
' — der Volumenkrifte ’ 45
Liu — Miiller Methode 57
Losung, universelle _ ' 76
Masse .32
Massenbilanzgleichung, globale : 33
Massendichte , 33

Massenerhaltungssatz 33

38

15

Sachverzeichnis
— lokaler 35
Material
— Mooney-Rivlin 73
— neo-Hookesches 73
- thermoelastisches 51
Materialgebiet 34
materielle , .
- (Lagrangesche) Beschreibung der
Bewegung - 24,51
- Koordinaten 15
— Objektivitit 53
~ Teilchen 10
monochromatische. :
— Komponente 81
— Welle 91
Normalkraft 79
Oberflichenkraft
Objektivitit, materielle 53
‘Ortskoordinaten
Phase, der sinusoidalen Welle 91
Poissonsche Bedingung 41
Polare Zerlegung 14
Poyntingscher Effekt 75
Randbedingungen
- fiir Spannung 41
- fiir Warmefluivektor 46
rdumliche (Eulersche) Beschreibung der
Bewegung 52
RiBausbreitung 8
Schallgeschwindigkeit 91
Schallwelle 80
Scherung .
- eines Blocks 76
— einfache 16, 74
— eines Zylinders 78
— eines Zylindersektors' 17
- eines zylindrischen Keils - 77
Schubkriftepaar 79
Singulidre Flache 36
sinusoidale Welle 91
Spannung
— Cauchysche 39
— erste Piola~Kirchhoffsche - 42
- Vektor 39
~ viskose : © 64
. — Symmetriebedingung 45 .
—~ Zwangsreaktion 68
- zweite Piola-Kirchhoffsche :
(materielle) 43
spezifische Wirme 81
Spin 26
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starrer Kérper
starre Bewegung
stetige Funktion

~ Stoffgesetze, siehe:

. Werkstoffgesetze

Stérungsrechnung
Streckung

- eines Blocks

— isochore

- eines Zylinders

— eines Zylindersektors

- eines zylindrischen Keils

Teilchen

— materielle

— Trajektorie
Teilkérper
Tensor »

— akustischer

~ dual

~ Links-Streck

— Rechts-Streck

Eigenvektoren
Thermodynamik
- - erster Hauptsatz

- zweiter Hauptsatz

- des thermoelastischen Materials

- der wirmeleitenden viskosen

Fliissigkeit

thermodynamischer Glelchgewwhtszustand
thermoelastisches Material '

.~ objektive konstitutive Glelchungen
Tors10n

- des Zylinders

— eines zylmdnschen Keils
Turbulenz

Umklappen einer Kugelschale
Undehnbarkeit
universelle Lésung

Vektoren

— materielle

— nicht-materielle
Verdrehen eines Zylinders

‘Verzerrung

- heterogene

- homogene

- plastische
Verzerrungsgeschwindigkeitstensor
Verzerrungstensor

~ Almansi-Hamel

~ Eigenwertproblem

~ Green—St.Venant

- Links-Cauchy-Green
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- Rechts—Cauchy—Green 14
Volumenkraft 38
Volumenskontinuitit 32
WirmefluBvektor 45
wirmeleitende viskose Fliiss:igk‘eit2 53
Werkstoffgesetze 50

- isotrope ' 72
Wirbel ‘ ’ 27

" Zeitableitung, materielle - 35 -
Zerlegung '

- Euler-Cauchy-Stokes =~ = - 26

~ polare 14
Zufuhrdichte :

— der Energie 45

— der Entropie 48
Zwa.ngsbedmgungen ' 66

- Zwangsreaktionsspannung 68
Zylinderkoordinaten 96, 100




